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I.I Normalni rozlozeni

Data, se kterymi pracujeme, pochézeji z riznych rozlozeni. Mohou byt vychylena (doleva popt.
doprava), nebo v nich neni na prvni pohled vidét zadna tendence.

Rozdéleni vychylené doleva Skaredé rozdéleni Rozdéleni vychylené doprava
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Casto se ale setkavame s daty, ktera jsou symetricky rozlozenéd okolo jedné hodnoty. Pri-
kladem je denni procentualni zména ceny ropy na mezinarodnich trzich béhem roku 2015.
Nejcastéji se cena zménila velmi malo, zatimco prudké zmény byly velmi vzacné.

Procentualni zména ceny ropy v roce 2015

i Mol
= _7¢—
/
e 2 _
S |
(=
= Ty]
® 9 4
o O
: A
(]
CE —
o | I I I I I |
-15 -10 -5 0 5 10 15
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Podobnou tendenci sleduje spousta ndhodnych veli¢in, napiiklad vyska (hmotnost) ¢lovéka,
IQ, pocet bodu ziskanych v testu, mnozstvi srézek. .. Tento jev nés vede k zavedeni tzv. nor-
malntho rozdéleni, které je charakterizovano dvéma parametry p a o. To, ze nahoda veli¢ina
X pochézi z normalniho rozdéleni, znaéime X ~ N(u,o?). Parametr u je stiedni hodnota, ve
které nabyva hustota normalniho rozdéleni maxima, parametr o2 je rozptyl, charakterizujici
variabilitu ndhodné veli¢iny X. Cim je o mendi, tim spiSe se realizace ndhodné veliciny X
budou blizit stfedni hodnoté. Nekdy se také normalnimu rozlozeni fikd Gaussovo rozlozeni a
grafu hustoty normalniho rozloZeni gaussova (nebo zvonova) kiivka (anglicky bell curve).

RGzné hodnoty parametrii normalniho rozdéleni
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Hustota f(x) ndhodné veli¢iny X z normélntho rozdéleni N(u,0?) je dana vztahem

1 1 (z—p)?
37 52

flx) = SRR (1)

pro vSechna z € R. Distribuéni funkce F'(z) ma pak tvar

1 v 1 (t-w)?
F(z) = T2 dt 2
W= e ®)

Normélni rozdéleni ma nékolik uzite¢nych vlastnosti:

e Pokud X ~ N(u,0?), pak E(X) = u = & = & (tj. stfedni hodnota, median i modus
jsou rovny u, z toho také plyne, Ze je hustota symetricka podle piimky x = u) a rozptyl
D(X) = 0. Smérodatna odchylka je tedy o.

e Normaélnf rozdéleni zachovéava linearnf transformaci — pokud X ~ N(u, 0?), pak pro a,b €
R plati, Ze (a + bX) ~ N(a + bu,b*c?). Pravdiva je dokonce i silngjsi verze, normalni
rozdéleni dokonce zachovava linearni kombinace. . .
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e Pokud X1, X, ... X, jsou stochasticky nezavislé nahodné veli¢iny takoveé, ze X; ~ N (ju;, 0?)
proi = 1,2,...,n, pak nahodna veli¢ina Y vznikla linedrni kombinaci Y = > "7 (a;4b;X;)
mé zase normalni rozdéleni Y ~ N30 (a; + bip) , > i bio?).

i=1"1"1

Bohuzel pro distribu¢ni funkci ndhodné veli¢iny X, ktera ma normalni rozdéleni N (u, 0%) ne-
existuje explicitni formule bez integralu, do které by stacilo dosadit hodnoty y, 02 a x, abychom
snadno spocitali F'(z). Ve skutecnosti lze hodnotu F'(x) poéitat pouze numericky. Nicméné pro
tzv. standardizované normalni rozdéleni jsou hodnoty distribu¢ni funkce i kvantily tabelizované.
Vhodnou transformaci pak dokdzeme spocitat hodnoty distribuéni funkce F'(x) pro libovolné
normalni rozdéleni.

Standardizované normalni rozdéleni se pouziva tak casto, ze si vyslouzilo vlastni znaceni.
Néhodnou veli¢inu, ktera pochazi z standardizovaného normalniho rozdéleni byva zvykem znacit
U~ N(0,1) a jeji distribuéni funkeci ®(x).

Dilezité tvrzeni

Predpokladejme, ze X ~ N(u,0?). Pak U = % je standardizovana normalni nahodna
veli¢ina, tj. U ~ N(0,1).

Interpretacni pozndmka. Pokud chceme z obecné normalni nahodné veli¢iny X vytvorit stan-
dardizovanou normalni ndhodnou veli¢inu, tak od X odecteme stfedni hodnotu p, ¢imz se nam
vrchol hustoty posune do 0 a podélime smérodatnou odchylkou o, ¢imz graf hustoty preskalu-
jeme (zménime méritko).

V tabulkach se nachéazeji hodnoty distribu¢ni funkce ®(u) pro v > 0. Pro zaporna u se
pouziva prepoctovy vztah, &(—u) = 1 — ®(u). Pro a-kvantil standardizovaného normélniho
rozdéleni se pouziva znaceni u,. Ty jsou tabelovany pro a > 0, 5. Ostatni a-kvantily spocitame
ze vztahu u, = —uj_q-

Jak se tato transformace pouziva v praktickych vypoctech ukazuje nasledujici priklad.

Motivac¢ni piiklad. Je znamo, Ze denni pocet platicich zédkazniki, kteri navstivi e-shop je
nadhodné veli¢ina, ktera se fidi normalnim rozlozenim se stfedni hodnotou p = 1286 a rozptylem
0% = 7584. Jaka je pravdépodobnost, Ze:

a) v daném dni bude mit e-shop aspon 1400 platicich zdkaznika?
b) v daném dni nakoupi v e-shopu vice, nez 1200, ale méné, nez 1500 zékaznika?

Reseni. Oznacime X nahodnou veli¢inu, ktera udéva pocet platicich zédkazniki za jeden den v
e-shopu. Podle zadani X ~ N(1286,7584). V zadani a) nés zajima P(X > 1400) = 1 — P(X <
1400) + P(X = 1400). Vime, ze P(X = 1400) = 0, protoze X je spojita nahodna veli¢ina.Déale
upravime tak, abychom ziskali vyraz, obsahujici distribu¢ni funkci standardizovaného normaél-
niho rozdéleni.

P(X > 1400) = 1 — P(X < 1400) + P(X = 1400) = 1 — P(X < 1400) =
X—p U0—p

=1—-P( <
g g

N——

U~N(0,1)
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Dosadime zname hodnoty a vy¢islime.
< 1400 — 1286

- V/T584

Podle tabulek je ®(1,309) = 0.905, a tedy hledana pravdépodobnost 1—0,905 = 0,095 = 9,5%.
V feSeni b) hledame P(1200 < X < 1500). Postup je zcela analogicky.
P(1200 < X < 1500) = P(X < 1500) — P(X < 1200) =
X — 1500 — X — 1200 —
H < ,U> — P( H < ,u)

g g g o

=1-PU )=1-P(U <1,31) =1— ®(1,31).

= P

Dosadime za p a o.
... =P(U <2,46) — P(U < —0,99) = ®(2,46) — ®(—0,99)

Tyto hodndoty nalezneme v tabulce, pro ®(—0,99) vyuZijeme piepoc¢tovy vztah ®(—0,99) =
1 — ®(0,99). Dohromady tedy

<o =®(2,46) — (1 — ®(0,99)) = 0,993 — (1 — 0,839) = 0,832 = 83,2%.
Pravdépodobnost, Ze e-shop navstivi béhem daného dne 1200 az 1500 zékazniku je 83,2%.

Dulezité tvrzeni: Pravidlo 3o

Mé¢jme normalni nahodnou veli¢inu X se stfedni hodnotou p a sméradatnou odchylkou
o. Pak plati:

e Plu—o<X<u+o)=~68%
e Plu—20 <X <pu+20)~95%

e Plu—20< X <pu+20)=~99,7%

J

Interpretacni pozndamka. Pravidlo 30 se da pouzivat k jednoduchému testu normality dat —
spocitame vybérovy priimér X (odhad stfedni hodnoty) a vybérovou smérodatnou odchylku s.
Pokud data pochazi z normalniho rozdéleni, tak musi ptiblizné platit procentualni zastoupent,
jaké udava pravidlo 30 s tim, Ze misto teoretickych hodnot p a o pouzijeme jejich odhady.
Naopak, Pravidlo 30 nam tiké, jak casto bude dochézet k extrémnim hodnotdm nahodné
veli¢iny.
Motivac¢ni priklad. Procentualni denni zména ceny ropy je normalné ndhodna veli¢ina X ~
N(0,2,5%). Tedy o = 2,5 a pravdépodobnost, Ze se cena ropy zméni pres noc o vice, nez 5% je
podle Pravidla 3¢ pfibliziné 1-0,95=0,05=5%.
Pravdépodobnost, Ze zména ceny ropy bude dokonce vétsi, nez 7,5% je dokonce mensi, nez
0,3%. Naopak pravdépodobnost, Ze se cena ropy zméni jen maélo, tj. max o 2,5%, je 68%.

I.IT Rozlozeni pravdépodobnosti odvozeni od normalniho

Zatimco normalni rozdéleni pouzivame pro modelovani rozlicnych nahodnych veli¢in, nasledu-
jici trojice rozlozeni se pouziva pro testovani statistickych hypotéz — nahodné veli¢iny, které
by se fidily témito rozdélenimi se v praxi prili§ nevyskytuji. V8echna tato rozlozeni vznikla
algebraickymi Gpravami ze standardizovaného norméalniho rozlozeni.
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Pravidlo 3o
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Pearsonovo y? rozloZeni

Jako prvni uvedeme Pearsonovo rozlozeni, kterému se také ¥ika y? [chi kvadrat] rozloZeni,
zejména v anglické literatufe.

Novy pojem: Pearsonovo rozlozeni

Predpokladejme, ze U, Us,, ..., U, jsou stochasticky nezavislé standardizované norméalni
veli¢iny, tj. U; ~ N(0,1) pro i = 1,2,...,n. Nahodna veli¢ina

V= Xn: U?
=1

m4 pak Pearsonovo rozloZeni, coZ znacime V ~ x?%(n), parametr n nazyvame stupné
volnosti.

Protoze druh& mocnina redlného ¢isla je vzdy nezaporna, tak i soucet druhych mocnin
redlnych ¢isel je nezdporny. Z toho plyne, Zze ndhodné veli¢ina, ridici se Pearsonovym rozdélenim
je nezaporna. Vsimnéte si, Ze s rostoucim pocet stupni volnosti n se posouva poloha maxima
hustoty Pearsonova rolozeni doprava.

UZitecnd pozndmka. Kvantily Pearsonova rozdéleni se pocitaji numericky, nejcastéji pouzivané
hodnoty jsou tabelizované. a-kvantil Pearsonova rozloZeni s n stupni volnosti zna¢ime x2(n).
Pro velkd n se pouZziva aproximace x2(n) ~ i(uq + v/2n —1)2, kde u, je a-kvantil standardi-
zovaného normalniho rozlozeni.

Handout 5 Statistika 2
L. kapitola



A4
norway Math & Stats

rants o . , .
g I. Normalni rozloZzeni a odvozena rozlozeni Support Centre

Hustota Pearsonova rozdéleni s n stupni volnosti
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Studentovo t-rozloZeni

Dalsim dulezitym rozloZenim je Studentovo t-rozlozeni nebo jen t-rozlozeni. V nazvu piSeme
velké S, protozZe jej objevil matematik William Sealy Gosset, ktery publikoval pod pseudonymem
Student.

Novy pojem: Studentovo t-rozloZeni

Predpokladejme, Ze U a V jsou stochasticky nezavislé nahodné velic¢iny takové, ze U ~
N(0,1) a V ~ x*(n). Pak ndhodna veli¢ina

mé Studentovo t-rozlozeni s n stupni volnosti, znac¢ime 7" ~ t(n).

Grafem hustoty Studentova t-rozdéleni je podobna zvonova kfivka, jako u normalniho roz-
déleni. S rostouci hodnotou parametru n se Studentovo t-rozdéleni blizi standardizovanému
normélnimu rozdéleni. Opét, a-kvantil Studentova t-rozdéleni znac¢ime ¢, (n), tyto kvantily ma-
zeme pocitat numericky nebo vyhledat v tabulce, kde jsou uvedeny pro a > 0,5. Ze symetrie
hustoty Studentova t-rozdéleni vyplyva, ze pro a < 0,5 muzeme vyuzit prepocCtovy vztah
to(n) = —t1_o(n).
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Hustota Studentova t-rozlozeni s n stupni volnosti
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Fisher-Snedecorovo rozdéleni

Posledni rozdéleni, které budeme pii testovani hypotéz potiebovat, je Fisher-Snedecorovo roz-
déleni, zkracené F-rozdéleni.

Novy pojem: Fisher-Snedecorovo rozdéleni

Mame-li dvé stochasticky nezavislé ndhodné velic¢iny V; a V,, které pochézeji z Pearsonova
rozdéleni s ny, resp. ny stupni volnosti, tj. Vi ~ x?(ny), Vo ~ x?(nz), pak nahodna veli¢ina

mé Fisher-Snedecorovo rozdéleni. Parametr n; nazyvame pocet stupnu volnosti ¢itatele,
parametr ny pocCet stupiitit volnosti jmenovatele. Znacime F' ~ F(nq,ns).

Nahodnéa veli¢ina F', kterd se idi Fisher-Snedecorovym rozdélenim je nezaporna, protoze
vznikla jako podil dvou nezapornych nahodnych veli¢in — praméri ¢tvercu ze standardizovanych
normalnich rozdéleni. Pro rostouci hodnoty n, se hustota pravdépodobnosti Fisher-Snedecorova
rozdéleni blizi hustoté Pearsonova 2 rozdéleni s n; stupni volnosti.

Pro a-kvantil Fisher-Snedecorova rozdéleni s n; stupni volnosti ¢itatele a no stupni volnosti
jmenovatele se pouziva znaceni F,(nj,n2). Tyto hodnoty jsou pro a > 0,5 tabelované. Pro
vypocet a-kvantilt pfi a < 0,5 se pouziva vztah

1

Fa(ming) =
(n1m2) = )
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Hustota Fisher-Snedecorova rozlozeni F(nq,n,)
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I.IIT Dvourozmérné normalni rozdéleni

Normaélni rozlozeni nadhodné veli¢iny X muzeme zobecnit pro (obecné n-rozmérny) nahodny
vektor X . Prakticky budeme ale pracovat jen s piipadem n = 2, a tedy X = (2) Skutecnost,
ze nahodny vektor X pochazi z dvourozmérného normélniho rozdéleni s vektorem strednich
hodnot p = (Z;) a varia¢ni matici ¥ = (p;iz i’ ?502 ), zapisujeme X ~ No(p, X). V piipadg, ze p
je nulovy vektor a 3 diagonélni matice, mluvime o standardizovaném n-rozmérném normalnim
rozdélenim.

Vztah, mezi vicerozmérnym normélnim rozdélenim nadhodného vektoru X a marginalnimi
rozdélenimi jeho slozek X; shrnuje nasledujici tvrzeni. Pro jiné rozlozeni podobné tvrzeni ne-

plati.

Diilezité tvrzeni: Vztah mezi dvourozmérnym normalnim rozdélenim nahod-

ného vektoru X a marginilnimi rozdélenimi jeho slozek

.. . . X . I o
M¢jme nédhodny vektor X = ( X;) z dvourozmérného normaéalntho rozdéleni s vektorem

2
stfednich hodnot p = (#!) a variaéni maticf ¥ = ( v p01202>’ tj. X ~ Nao(p, X).

H2 pPO109 05
Potom

e Marginalni nahona veli¢ina X; ma normélni rozdéleni se stfedni hodnotou gy a

rozptylem o?.

e Marginalni nahona veli¢ina X; ma normélni rozdéleni se stfedni hodnotou s a

rozptylem o73.

e Korelace ndhodny velicin X; a X5 je p.
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Rovnéz vicerozmérné normélni rozlozeni zachovavé linearitu, nicméné si musime pohlidat
rozméry vektori a matic abychom je mohli nasobit.

Dulezité tvrzeni: Linearni transformace dvourozméné normalni nidhodné ve-

li¢iny

Pokud X ~ Ny(p,X) a mame vektor realnych ¢isel a = (Z;) a Ctvercovou matici real-
nych cisel B = (b“ b2 ), pak transformovany nahodny vektor Y = a + BX ma také

b21 ba2
dvourozmérné normalni rozlozeni, a sice

Y ~ Ny(a+ Bu, BEBT)
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