
Princip derivace

V mnoha materiálech (p°edev²ím ve fyzice, ale i v ekonomii) se do£tete, ºe derivace je sm¥rnice
te£ny. Tento leták Vám pom·ºe pochopit geometrickou interpretaci derivace.

Sm¥rnice

Pokud mluvíme v matematice o te£n¥, máme na mysli p°ímku y = kx+ q, kde práv¥ konstantu
k nazýváme sm¥rnicí. Toto k ur£uje sklon p°ímky, tedy udává informaci o tom, jak p°ímka
strm¥ roste nebo naopak jak strm¥ klesá.

Tématický p°íklad. Ur£ete sm¥rnici k a následn¥ rovnici p°ímky p na obrázku níºe.
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�e²ení. Sm¥rnici obecn¥ vypo£ítáme tak, ºe v libovolných bodech x0 a x1 ur£íme funk£ní
hodnotu f(x0) a f(x1), pak

Nový pojem: Sm¥rnice se£ny

k =
f(x1)− f(x0)

x1 − x0

. (1)

Tedy v tomto p°ípad¥ pouºijeme body A a B. Jestliºe x0 = 2 a x1 = 6, pak funk£ní hodnoty
f(x0) = 3 a f(x1) = 5. Potom sm¥rnice k p°ímky p je daná vztahem

k =
5− 3

6− 2
=

2

4
=

1

2
.

Jestliºe dosadíme sm¥rnici do rovnice p°ímky, získáme tvar y = 1
2
x + q. Dále ur£íme hodnotu

q. Jestliºe p°ímka p prochází body A = [2, 3] a B = [6, 5], pak musí platit

3 =
1

2
· 2 + q, 5 =

1

2
· 6 + q.

Ob¥ rovnosti jsou spln¥ny práv¥ tehdy, kdyº q = 2. Potom p°ímka p je daná p°edpisem

y =
1

2
x+ 2.
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Derivace jako limita

Budeme-li hledat sm¥rnici te£ny, za£neme tím, co jiº umíme a to je ur£it sm¥rnici se£ny. Nyní jiº
kaºdý dokáºe ur£it sm¥rnici k se£ny g, která protíná parabolu c v bodech A = [1, 2] a B = [4, 5]
na obrázku níºe. Je tedy z°ejmé, ºe k = 5−2

4−1 = 1.
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Nyní si vysv¥tlíme, jak budeme hledat sm¥rnici te£ny v bod¥. Jestliºe budeme chtít najít
sm¥rnici te£ny (p°ípadn¥ rovnici te£ny) v daném bod¥ B, pak za£neme posouvat bod A po
parabole c (k°ivce) k bodu B.
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Z prvního p°íkladu uº víme, jak ur£íme sm¥rnici, dále víme, ºe

se£na g0 má sm¥rnici k0 =
5− 2

4− 1
= 1, (2)

se£na g1 má sm¥rnici k1 =
5− 1

4− 2
= 2, (3)

se£na g2 má sm¥rnici k2 =
5− 2

4− 3
= 3. (4)
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Kdyº se budeme bodem A p°ibliºovat je²t¥ více bodu B, pak zjistíme, ºe sm¥rnice se£ny která
se p°ibliºuje te£n¥ má hodnotu 3, 9. Vskutku,

se£na blízká te£n¥ má sm¥rnici kst =
5− 4, 61

4− 3, 9
= 3, 9. (5)

V p°ípad¥, ºe chceme ur£it te£nu, a tedy bod A splyne s bodem B. Narazíme na problém,
protoºe sm¥rnici kt te£ny gt nem·ºeme takto ur£it, protoºe

kt =
5− 5

4− 4
=

0

0
. (6)

Nula lomeno nulou je neur£itý výraz a neumíme rozhodnout, jakou hodnotu sm¥rnice te£ny
má.

Jenºe matematika si umí v takovémto p°ípad¥ pomoci a sm¥rnici te£ny vyjád°it jako limitu.
Pak rovnost (1) zapí²eme ve tvaru

Nový pojem: Sm¥rnice te£ny

k = lim
x1→x0

f(x1)− f(x0)

x1 − x0

. (7)

Tématický p°íklad. Najd¥te rovnici te£ny paraboly y = x2 − 4x+ 5 v bod¥ B = [4, 5].

�e²ení. Nejprve vypo£ítáme sm¥rnici obecn¥, k tomu pouºijeme p°edchozí vzore£ek (7). Kdyº
dosadíme rovnici paraboly to vzore£ku (7), získáme

k = lim
x1→x0

x2
1 − 4x1 + 5− (x2

0 − 4x0 + 5)

x1 − x0

.

V dal²ím kroku za£neme po£ítat limitu

k = lim
x1→x0

x2
1 − 4x1 + 5− (x2

0 − 4x0 + 5)

x1 − x0

= lim
x1→x0

x2
1 − 4x1 + 5− x2

0 + 4x0 − 5

x1 − x0

=

= lim
x1→x0

x2
1 − 4x1 − x2

0 + 4x0

x1 − x0

= lim
x1→x0

−4(x1 − x0) + x2
1 − x2

0

x1 − x0

=

= lim
x1→x0

−4(x1 − x0) + (x1 − x0)(x1 + x0)

x1 − x0

= lim
x1→x0

(x1 − x0)(x1 + x0 − 4)

x1 − x0

= 2x0 − 4

Poda°ilo se nám obecn¥ vyjád°it sm¥rnici te£ny

k = 2x− 4. (8)

Te¤ pro libovolné x z de�ni£ního oboru funkce m·ºeme kdekoli na parabole ur£it sm¥rnici.
Protoºe ze zadání máme ur£it sm¥rnici v bod¥ B = [4, 5] dosadíme do rovnosti (8) za x hodnotu
4, tedy

k = 2 · 4− 4 = 4.

Ov²em v zadání bylo, ºe máme nalézt rovnici te£ny a te£na není nic jiného neº p°ímka, tedy
rovnice te£ny je

y = 4x− 11.
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Z·stává ov²em otázka, kde se vzalo to £íslo 11? To je p°eci jednoduché, derivace je
sm¥rnice te£ny (tedy sklon p°ímky). Jenomºe my p°ece chceme, aby te£na procházela bodem
B = [4, 5] a tak musíme p°ímku posunout. Tedy te£na prochází bodem B = [4, 5] práv¥ tehdy,
kdyº je spln¥na rovnost 5 = 4·4+q. Je jednoduché ur£it, ºe tato rovnost je spln¥na pro q = −11.

Pro ucelenou p°edstavu reprezentujeme výsledek následujícím obrázkem.
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Uºite£ná poznámka. Protoºe by bylo náro£né derivovat p°ímo z de�nice (tím myslíme vzore£ek
(7)), existují pravidla pro derivování p°ehledn¥ formulovaná v tabulce.

Cvi£ení. Sejným postupem nalezn¥te sm¥rnici te£ny tedy derivaci k funkci y = sinx.

Nápov¥da: sinx− sin y = 2 cos x+y
2

sin x−y
2

limx→0
sinx
x

= 1.
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