
Tipy pro integrování

Tento leták je vytvo°en, aby pomáhal vhodn¥ zvolit jednu z metod pro intergování, p°ípadn¥
doporu£il vhodnou substituci. P°ed studiem tohoto letáku je nutné, aby £tená° ovládal rozklad
na parciální zlomky.

Metoda per partes

Metodu per partes je vhodné pouºít p°edev²ím pro následující typy integrál·. P°edpokládejme,
ºe Q(x) je polynom (zahrnující i konstantu), potom

∫
Q(x) lnx dx∫
Q(x) arcsinx dx∫
Q(x)arctg x dx

 poloºme u =


lnx

arcsinx

arctg x

(u′ je rac. p°íp. irac. fce.)

∫
Q(x) sinx dx∫
Q(x) cosx dx∫
Q(x)ax dx

 poloºme u = Q(x) opakujeme tak dlouho, aº se Q(x) = c

Substituce

Pomocí vhodn¥ zvolené substituce z tabulky p°evedeme integrál racionáln¥ lomené funkce R(·)
na integrál z racionáln¥ lomené funkce R(t). Racionální lomené funkce pro integraci rozkládáme
na parciální zlomky.

∫
R
(
x, x

1
k1 , x

1
k2 , · · · , x

1
kn

)
dx t = x

1
k kde k je nejmen. spole£ný násobek ki∫

R
(
x,
(
ax+b
cx+d

) 1
k1 ,
(
ax+b
cx+d

) 1
k2 , · · · ,

(
ax+b
cx+d

) 1
kn

)
dx t = ax+b

cx+d

1
k kde k je nejmen. spole£ný násobek ki∫

R
(
x,
√
ax2 + bx+ c

)
dx t =

√
ax2 + bx+ c± x

√
a pro a > 0

t =
√
ax2 + bx+ c±

√
c pro c ≥ 0∫

R
(
x,
√
a2 − x2

)
dx x = a sin t x = a cos t∫

R
(
x,
√
a2 + x2

)
dx x = a tg t∫

R
(
x,
√
x2 − a2

)
dx x = a

sinx
x = a

cosx∫
R (x, sinx, cosx) dx tg x

2
= t

sinx = t, R lichá v kosinu
cosx = t, R lichá v sinu
sinx = t, R sudá v sinu i v kosinu∫

R (tg x) tg x = t∫
R (ex) ex = t
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P°íklady uºití doporu£ených substitucí

Následující p°íklady slouºí spí²e pro ucelení p°edstavy student· o pouºití vý²e doporu£ených
substitucích.

P°íklad. Integrujte
∫ 4√x

x−
√
x
dx.

�e²ení. Integrand je ve tvaru R
(
x, x

1
4 , x

1
2

)
. Nejmen²í spole£ný násobek (1, 4, 2) je 4. Volíme

substituci t = x
1
4 .∫

4
√
x

x−
√
x
dx =

∣∣∣∣∣∣
t = x

1
4

x = t4

dx = 4t3dt

∣∣∣∣∣∣ =
∫ 4

√
t4

t4 − 2
√
t4
4t3dt = 4

∫
t · t3

t4 − t2
dt =

4

∫
1 +

t2

t4 − t2
dt = |rozklad na parciální zlomky| = 4

∫
1− 1

2(t+ 1)
+

1

2(t− 1)
dt =

4

(
t− 1

2
ln |t+ 1|+ 1

2
ln |t− 1|

)
= 4 4
√
x− 2 ln | 4

√
x+ 1|+ 2 ln | 4

√
x− 1|+ c

P°íklad. Integrujte
∫

3

√
2x+1
x+1
· 1
x2dx.

�e²ení. Zvolme substituci

t = 3

√
2x+ 1

x+ 1
, t3 =

2x+ 1

x+ 1
; x =

t3 − 1

2− t3
, dx =

3t2

(2− t3)2
dt.

∫
3

√
1 + x

1− x
· 1
x2

dx =

∫
t · (2− t3)

2

(t3 − 1)2
· 3t2

(2− t3)2
dt =

∫
3t3

(t3 − 1)2
dt =

= | op¥t provedeme rozklad na parciální zlomky | =

=

∫ (
t

3(t− 1)2
+

1

3(t− 1)
+

t+ 1

(t2 + t+ 1)2
− t+ 3

3(t2 + t+ 1)

)
dt =

= − t

t3 − 1
+

1

3
ln |t− 1| − 1

6
ln |t2 + t+ 1| − 1√

3
arctg

2t+ 1√
3

=

−
3

√
2x+1
x+1

2x+1
x+1
− 1

+
1

3
ln
∣∣∣ 3

√
2x+1
x+1
− 1
∣∣∣− 1

6
ln
∣∣∣ 3

√(
2x+1
x+1

)2
+ 3

√
2x+1
x+1

+ 1
∣∣∣− 1√

3
arctg

2 3

√
2x+1
x+1

+ 1
√
3

P°íklad. Integrujte
∫

1
x
√
x2+2x+3

dx.

�e²ení. Zde je a > 0 volíme substituci

t =
√
x2 + 2x+ 3− x, t+ x =

√
x2 + 2x+ 3; x2 + 2x+ 3 = t2 + 2tx+ x2.

Odtud x = 3−t2
2(t−1) a dále dx = −t2+2t−3

2(t−1)2 dt,

√
x2 + 2x+ 3 = x+ t =

3− t2

2(t− 1)
+ t =

t2 − 2t+ 3

2(t− 1)
.
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∫
1

x
√
x2 + 2x+ 3

dx = 2

∫
1

t2 − 3
dt =

√
3

3

∫ (
1

t−
√
3
− 1

t+
√
3

)
dt =

√
3

3
ln
∣∣∣ t−√3
t+
√
3

∣∣∣+ c =

√
3

3
ln
∣∣∣x+√3−√x2+2x+3
x−
√
3−
√
x2+2x+3

∣∣∣+ c.

P°íklad. Integrujte funkci
∫

sin3 x
1+cosx

dx.

�e²ení. Tato funkce je lichá v sinu,proto volíme substituci t = cosx:

∫
sin3 x

1 + cos x
dx =

∫
sin2 x

1 + cos x
sinxdx =

∫
1− cos2 x

1 + cos x
sinxdx =

∣∣∣∣ t = cosx
dt = − sinxdx

∣∣∣∣ =∫
1− t2

1 + t
sinx

dt

− sinx
= −

∫
(1− t)dt =

t2

2
− t+ c =

1

2
cos2 x− cosx+ c.
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