
Derivace

Derivování logaritmické a exponenciální funkce

Tato jednotka obsahuje podrobné informace o derivování logaritmické a expononciální funkce.
Pro správné pochopení uvedené techniky derivování je d·leºité znát základní princip derivace.

Po p°e£tení tohoto letáku, nebo zhlédnutí instruktáºního videa, byste m¥li být schopni:

• derivovat lnx p°ímo z de�nice derivace

• derivovat ex p°ímo z de�nice derivace

Úvod

V této £ásti si p°edstavíme, jak derivovat funkce lnx a ex p°ímo ze základního principu (z de-
�nice derivace).

K pochopení následujícího, nejprve pot°ebujeme porozum¥t exponenciální konstant¥ e. Ta
je ur£ena jako limita pro t jdoucí k nule z výrazu (1 + t)1/t t.j. limt→0 (1 + t)1/t.

Chceme-li získat p°edstavu pro£ tomu tak je, budeme sniºovat hodnotut ve výrazu (1 + t)1/t ,
jak je uvedeno v Tabulce 1. Jestliºe se hodnota t stále víc blíºí k nule, výraz nabývá hodnotu,
která se stále víc blíºí konstant¥ e ≈ 2.718.... M·ºete vyzkou²et n¥jaké hodnoty z tabulky. Dále
m·ºete je²t¥ více sniºovat hodnotu t a sledovat jak se odhad e zp°es¬uje.

t (1 + t)1/t

1 (1 + 1)1/1 = 2
0.1 (1 + 0.1)1/0.1 = 2.594
0.01 (1 + 0.01)1/0.01 = 2.705
0.001 (1.001)1/0.001 = 2.717
0.0001 (1.0001)1/0.0001 = 2.718

Tabulka 1

Derivace funkce f (x)

P°ipome¬me ºe, derivaci funkce f(x) hledáme jako sklon δy
δx

p°ímky procházející bodem A a

bodem B na grafu funkce f(x). Pak u£íme limitu δy
δx
, kde δx je jdoucí k nule. (Viz Obrázek 1).
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Obrázek 1. δy
δx

je sklon AB.

Derivace je f ′(x) je pak daná vztahem

f ′(x) = lim
δx→0

δy

δx
= lim

dx→0

f(x+ δx)− f(x)

δx

Tento postup je kompletn¥ vysv¥tlen v letáku Princip derivace.

Derivace funkce f (x) = lnx

P°i derivování p°ímo z derivace v p°ípad¥, ºe f(x) = ln x, poloºíme výraz

f(x+ δx)− f(x)

δx
=

ln(x+ δx)− lnx

δx
.

Pro výpo£et nejprve upravíme tvar f(x+δx)−f(x)
δx

podle vzore£ku logA − logB = log A
B
, pak

máme
1

δx
(ln(x+ δx)− lnx) =

1

δx
ln

(
x+ δx

x

)
=

1

δx
ln

(
1 +

δx

x

)
.

Pro zjednodu²ení výpo£tu zavedeme substituci t = δx
x
, z toho plyne, ºe δx = xt. (Tato sub-

stituce je d·leºitým krokem, protoºe v následujících výpo£tech má zlomek δx
x
zásadní význam.

Nemusíme mít obavy, ºe pro x = 0 by zlomek nebyl de�nován, jde nám totiº o derivování lnx
a logaritmus je de�novaný jen pro kladné hodnoty prom¥nné x.)

Pak
f(x+ δx)− f(x)

δx
=

1

xt
ln(1 + t).

Dále pouºijeme dal²í vzore£ek pro úpravu logaritm·, a to n logA = logAn a upravíme
pravou stranu p°edchozí rovnosti jako

f(x+ δx)− f(x)

δx
=

1

x
ln(1 + t)

1
t

Chceme-li nalézt derivaci musí se δx limitn¥ blíºit k nule. Protoºe jsme poloºili t = δx
x
, musí

se taky t limitn¥ blíºit nule.
V na²em p°ípad¥ máme derivaci rovnou limit¥, t.j.

f ′(x) = lim
t→0

1

x
ln (1 + t)

1
t .

V této limit¥ t je jdoucí k nule, x m·ºeme povaºovat za pevné £íslo a vytknou x p°ed limitu.

f ′(x) =
1

x
lim
t→0

ln (1 + t)
1
t

Víme, ºe

lim
t→0

(1 + t)
1
t = e

a tak

f ′(x) =
1

x
ln e =

1

x
,

protoºe ln e = 1.
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Ukázali jsme p°ímo z de�nice derivace, ºe derivace lnx je rovna 1
x
.

D·leºité tvrzení 1: Derivace lnx

Je-li f(x) = lnx, pak f ′(x) = 1
x
.

Cvi£ení.

1 Ukaº za pouºití techniky popsané vý²e, ºe pro f(x) = log10 x je f ′(x) = 1
x ln 10

.

2 Ukaº za pouºití techniky popsané vý²e, ºe pro f(x) = loga x je f ′(x) = 1
x ln a

.

Derivace funkce f (x) = ex

K derivování funkce y = ex budeme tento výraz p°episovat alternativní formou ve tvaru loga-
ritmu:

ln y = x

Pak derivace obou stran podle prom¥nné x,

d

dx
(ln y) = 1.

Tato idea nám pom·ºe nalézt dy
dx
.

P°ipome¬me, ºe d
dx

(ln y) = d
dy

(ln y)× dy
dx
. (Tento výsledek je získán technikou známou jako

°et¥zové pravidlo. Toto pravidlo naleznete p°ehledn¥ zpracované v letáku Derivace sloºené
funkce).

Nyní víme ze sekce Derivace funkce f(x) = lnx, d
dy

(ln y) = 1
y
a také

1

y

dy

dx
= 1.

P°eskupením získáme
dy

dx
= y.

Ale y = ex a tak máme d·leºitý a dob°e známý výsledek, ºe

dy

dx
= ex.

D·leºité tvrzení 2

Je-li f(x) = ex, pak f ′(x) = ex.

Cvi£ení.

1 Ukaº za pouºití základního principu derivace, ºe pro f(x) = ax je f ′(x) = ax ln a.
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