
Derivace

Derivování funkce xn

V této jednotce ukáºeme derivování funkce y = xn uºitím základního principu derivace. Leták
je pak dopln¥n n¥kolika p°íklady k snadnému pochopení tohoto tématu.

Po p°e£tení tohoto letáku nebo shlédnutí instruktáºního videa byste m¥li být schopni:

• derivovat y = xn, kdyº n je p°irozené £íslo, p°ímo z de�nice derivace.

• pouºít výsledky z tohoto letáku k derivování r·zných funkcí podobného tvaru.

Úvod

V této jednotce si p°edstavíme, jak derivovat funkci y = xn p°ímo ze základního principu (z
de�nice derivace). P°itom £íslo n m·ºe nabývat kladných nebo záporných hodnot, dokonce
m·ºe být reprezentováno jako zlomek. Na za£átku uvaºujeme p°ípady, kde n je p°irozené £íslo,
jako nap°. u funkcí x2, x7.

Derivace y = xn kdyº n je p°irozené £íslo

P°ipome¬me de�nici derivace funkce y = f(x).

dy

dx
= lim

δx→0

f(x+ δx)− f(x)
δx

.

V tomto letáku aplikujeme tento vzore£ek na funkci y = xn.

Máme tedy
f(x) = xn

a také
f(x+ δx) = (x+ δx)n.

Pro samotný výpo£et vyuºijeme binomickou v¥tu, která má tvar:

(a+ b)n = an + nan−1b+ . . .+ nabn−1 + bn

(Binomická v¥ta je zde jen stru£n¥ p°ipomenuta. Pro ucelen¥j²í p°edstavu odkazujeme £tená°e
na nastudování binomické v¥ty a Pascalova trojúhelníku.) Aplikací binomické v¥ty na výraz
(x+ δx)n zjistíme, ºe

(x+ δx)n = xn + nxn−1δx+ . . .+ (δx)n.
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Pak, tvar formule pro derivování

dy

dx
= lim

δx→0

xn + nxn−1δx+ . . .+ (δx)n − xn

δx

= lim
δx→0

nxn−1δx+ . . .+ (δx)n

δx

= lim
δx→0

(δx)(nxn−1 + . . .+ (δx)n−1)

δx
= lim

δx→0
nxn−1 + . . .+ (δx)n−1.

Poznamenejme, ºe v²echny sou£iny vpravo obsahující δx, kde δx je jdoucí k nule, jsou rovny
nule. Tedy výsledkem je, ºe

dy

dx
= nxn−1.

D·leºité tvrzení 1: Derivace xn

Je-li y = xn, pak dy
dx

= nxn−1.

Máme vy°e²ené derivování funkce xn pro p°ípady, kdy n je p°irozené £íslo. Faktem z·stává,
ºe získaný výsledek platí i pro záporná n, stejn¥ tak platí obdrºený výsledek pro derivování
funkce y = xn obsahující zlomek v exponentu. Tento výpo£et necháme jako cvi£ení £tená°i.

Cvi£ení. Ukaºte za pouºití techniky popsané vý²e, ºe pro f(x) = x−
a
b je f ′(x) = −a

b
x−

a−b
b .

P°íklad.

P°edpokládejme, ºe chceme derivovat y = x
1
2 .

�e²ení. Pouºijeme výsledek (získaný vý²e) pro n = 1
2
, pak

dy

dx
=

1

2
x

1
2
−1 =

1

2
x−

1
2 .

P°íklad.

P°edpokládejme, ºe chceme derivovat y = x−1.

�e²ení. Pouºijeme výsledek (získaný vý²e) pro n = −1, pak

dy

dx
= −1x−1−1 = −x−2.

P°íklad.

P°edpokládejme, ºe chceme derivovat y = x7.

�e²ení. Pouºijeme výsledek (získaný vý²e) pro n = 7, pak

dy

dx
= 7x7−1 = 7x6.
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P°íklad.

P°edpokládejme, ºe chceme derivovat y = x.

�e²ení. Pouºijeme výsledek (získaný vý²e) pro n = 1, pak

dy

dx
= 1x1−1 = 1x0 = 1.

Co se stane, jestliºe n = 0 ?

P°íklad.

Jestliºe n = 0, pak chceme derivovat funkci y = x0.

�e²ení. Aplikováním na²eho výsledku získaného vý²e máme

dy

dx
= 0 · x0−1 = 0.

Tedy derivace y = x0 je rovna nule. Poznamenejme, ºe x0 = 1. Uvaºujeme-li konstantní
funkci y = 1, kde grafem takovéto funkce je p°ímka rovnob¥ºná s osou x a procházející bodem
[0, 1], nem·ºeme být p°ekvapeni, ºe její derivace (sm¥rnice te£ny) je rovna 0.

Cvi£ení. Najdi derivace následujících funkcí:

a) y = x6 b) y = x10 c) y = x4 d) y = x12

e) y = x−2 f) y = x−8 g) y = x−5 h) y = x−234

i) y = x13/2 j) y = x7/4 k) y = x3/5 l) y = x2/3

m) y = 1
x4

n) y =
√
x o) y = x−3/2 p) y = x−1/5

Odpov¥di.

a) y′ = 6x5 b) y′ = 10x9 c) y′ = 4x3 d) y′ = 12x11

e) y′ = −2x−3 f) y′ = −8x−9 g) y′ = −5x−6 h) y′ = −234x−235

i) y′ = 13
2
x11/2 j) y′ = 7

4
x3/4 k) y′ = 3

5
x−2/5 l) y′ = 2

3
x−1/3

m) y′ = − 4
x5

n) y′ = 1
2
x−1/2 o) y′ = −3

2
x−5/2 p) y′ = −1

5
x−6/5

N¥jaké p°íklady zahrnující linearitu derivace

Ukáºeme derivování dal²ích sloºit¥j²ích p°íklad·, kde je zapot°ebí si uv¥domit následující pra-
vidla: kdyº

y = f(x)± g(x),

pak
dy

dx
=
df

dx
± dg

dx
.

A také: kdyº
y = kf(x) kde k je konstanta,
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pak
dy

dx
= k

df

dx
.

Ob¥ tyto pravidla jsou dob°e popsáná v jednotce Linearita derivace, tedy je tu nebudeme
více rozebírat.

P°íklad.

P°edpokládejme, ºe chceme derivovat funkci y = 6x3 − 12x4 + 5.

�e²ení. Potom
dy

dx
= 6(3x2)− 12(4x3) + 0 = 18x2 − 48x3.

P°íklad.

P°edpokládejme, ºe chceme derivovat funkci y = x− 5x5 + 6x7 + 25.

�e²ení. Nyní byste jiº m¥li být natolik schopní, abyste p°i derivování spojili n¥kolik po£etních
úkonu do jednoho. Tedy chceme-li nap°íklad derivovat funkci y = −5x5, pí²eme rovnou výsledek
y′ = −25x4. Potom

dy

dx
= 1− 25x4 + 42x6.

P°íklad.

P°edpokládejme, ºe chceme derivovat funkci y = 1
x
+ 6x− 4x3/2 + 8.

�e²ení. P°ipome¬me, ºe 1
x
= x−1. Potom

dy

dx
= −x−2 + 6− 6x1/2.

P°íklad.

P°edpokládejme, ºe chceme derivovat funkci y = 4x1/3 − 5x+ 6/x3.

�e²ení. P°ipome¬me, ºe 1
x3

= x−3. Potom

dy

dx
=

4

3
x−2/3 − 5− 18x−4.

Cvi£ení. Najdi derivace následujících funkcí:

a) y = 5x2 b) y = 8x6 c) y = 3x−2 d) y = 4x−3/5

e) y = x6 + x8 f) y = x10 + 1 g) y = x−3 + x h) y = 5 + x9/2

i) y = 12x3 − 3x2 j) y = 5x+ 3x−2 k) y = 6x2 + 3x3/4 l) y = 7x−3 − 9x

m) y = 4x1/4 − 3x−1/3 n) y = 2 + 7x6 o) y = 3x− 4x−1/2 p) y = 2
x
− 3

x2

�e²ení.
a) y′ = 10x b) y′ = 48x5 c) y′ = −6x−3 d) y′ = −12

5
x−8/5

e) y′ = 6x5 + 8x7 f) y′ = 10x9 g) y′ = −3x−4 + 1 h) y′ = 9
2
x7/2

i) y′ = 36x2 − 6x j) y′ = 5− 6x−3 k) y′ = 12x+ 9
4
x−1/4 l) y′ = −21x−4 − 9

m) y′ = x−3/4 + x−4/3 n) y′ = 42x5 o) y′ = 3 + 2x−3/2 p) y′ = − 2
x2

+ 6
x3
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