
Derivace

Derivace podílu

Existuje speciální pravidlo pro derivaci podílu dvou funkcí a s ním se seznámíme v tomto letáku.
Abychom zvládli zde vysv¥tlenou techniku, je zapot°ebí projít mnoho praktických cvi£ení.
Po p°e£tení tohoto textu bychom m¥li být schopni:

• vyjád°it pravidlo pro derivaci podílu

• derivovat podíl funkcí

Úvod

Funkce se £asto vyskytují jako podíl, tím myslíme, ºe jedna funkce je d¥lená jinou funkcí.
Nap°íklad

y =
cos(x)

x2

zapí²eme jako y = u
v
, zde platí, ºe u = cos(x) a v = x2.

Existuje vzorec, který m·ºeme pouºít pro derivaci podílu. V tomto letáku toto pravidlo uvedeme
a budeme je pouºívat.

Derivace podílu

Zmín¥né pravidlo °íká:
D·leºitá poznámka.

Pravidlo pro derivaci podílu: pokud y = u
v
potom

y′ =
u′ · v − u · v′

v2
.

Podívejme se, jak vzorec funguje, pokud zkusíme zderivovat y = cos(x)
x2 .

P°íklad. P°edpokládejme, ºe chceme zderivovat y = cos(x)
x2 .

Jiº jsme ur£ili, ºe u = cos(x) a v = x2.
Nyní zapí²eme derivace t¥chto dvou funkcí.

u′ = − sin(x) v′ = 2x

A nyní dosadíme tyto výsledky do zadaného vzorce:

y′ =
u′ · v − u · v′

v2

y′ =
x2 · (− sin(x))− cos(x) · 2x

(x2)2
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V²imn¥me si, ºe je znamínko mínus a x v obou £ástech výrazu v £itateli (v horní £ásti
zlomku). Takºe m·ºeme vytknout −x.

y′ =
−x(x · sin(x) + 2 · cos(x))

x4

=
−(x · sin(x) + 2 · cos(x))

x3

Vykrácením £initele x v £itateli a jmenovateli jsme nalezli hledanou derivaci.

P°íklad. P°edpokládejme, ºe chceme zderivovat y = x2+6
2x−7 .

Rozpoznáme podíl v této funkci a poloºíme

u = x2 + 6 v = 2x− 7

Derivováním dostaneme

u′ = 2x v′ = 2

Vzorec pro derivaci podílu je:

y′ =
u′ · v − u · v′

v2

Takºe

y′ =
(2x− 7) · 2x− (x2 + 6) · 2

(2x− 7)2

=
2(2x2 − 7x− x2 − 6)

(2x− 7)2

=
2(x2 − 7x− 6)

(2x− 7)2

V následujícím p°íklad¥ pouºijeme pravidlo pro derivaci podílu ke zji²t¥ní dal²ího výsledku.

P°íklad. P°edpokládejme, ºe chce zderivovat funkci y = tg (x).

P°ipome¬me si, ºe platí tg (x) = sin(x)
cos(x)

, takºe obdrºíme podíl, ve kterém

u = sin(x) v = cos(x)

Tedy
u′ = cos(x) v′ = − sin(x)

Vzorec pro derivaci podílu je:

y′ =
u′ · v − u · v′

v2
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Tedy

y′ =
cos(x) · cos(x)− sin(x) · (− sin(x))

cos2(x)

=
cos2(x) + sin2(x)

cos2(x)

Horní £ást zlomku m·ºe být zjednodu²ena pouºitím vzorce cos2(x) + sin2(x) = 1. Takºe

y′ =
1

cos2(x)

Toto m·ºe být zapsáno jako funkce sec2 x, protoºe funkce secx je de�nována jako 1
cosx

.

P°íklad. P°edpokládejme, ºe chceme zderivovat funkci y = sec(x).
Funkce sec(x) je de�nována jako 1

cos(x)
, coº je podíl.

Poloºením

u = 1 v = cos(x)

u′ = 0 v′ = − sin(x)

Vzorec pro derivaci podílu je:

y′ =
u′ · v − u · v′

v2

Tedy

y′ =
cos(x) · 0− 1 · (− sin(x))

cos2 x

=
sin(x)

cos2(x)

M·ºeme zapsat tuto odpov¥¤ v jiné podob¥:

y′ =
1

cos(x)
· sin(x)
cos(x)

= sec(x)tg(x)

Nyní máme dal²í standardní výsledek: pokud y = sec(x), potom y′ = sec(x)tg(x).

D·leºitá poznámka.

Pokud y = tg (x), potom
dy

dx
= sec2 x kdyº y = secx, potom

dy

dx
= secxtgx.
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Cvi£ení. Najd¥te derivace následujících funkcí:

a) sin(x)
x

b) cos(x)
x2 c) 2x+1

3x−4 d) 3x−4
2x+1

e) e2x

x
f) e−3x

x2+1
g) x2−3

2x+1
h) 2x+1

x2−3

Odpov¥di

a) x·cos(x)−sin(x)
x2 b) −(x·sin(x)+2·cos(x))

x3 c) −11
(3x−4)2 d) 11

(2x+1)2

e) (2x−1)e2x
x2 f) −(3x2+2x+3)e−3x

(x2+1)2
g) 2(x2+x+3)

(2x+1)2
h) −2(x2+x+3)

(x2−3)2
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