
Derivace

Derivace funkce sinus a kosinus

V této jednotce ukáºeme derivování funkcí y = sinx a y = cosx uºitím základního principu
derivace. Leták je dále dopln¥n n¥kolika p°íklady k snadnému pochopení tohoto tématu.

Po p°e£tení tohoto letáku nebo shlédnutí instruktáºního videa vztahujícího se k tomuto
tématu, byste m¥li být schopni:

• derivovat funkci sinx p°ímo z de�nice derivace.

• derivovat funkci cosx p°ímo z de�nice derivace.

Úvod

V této jednotce ukáºeme derivování funkce f(x) = sinx a f(x) = cosx p°ímo ze základního
principu derivace. Nejprve si musíme p°ipomenou n¥kolik známých fakt·.

1. De�nici derivace f(x)
De�nice derivace funkce y = f(x) je

dy

dx
= lim

δx→0

f(x+ δx)− f(x)

δx
.

2. Dva trigonometrické vzore£ky

Budeme pracovat se dv¥ma trigonometrickými vzore£ky a to

sinC − sinD =2 cos
C +D

2
sin

C −D

2
,

cosC − cosD =− 2 sin

(
C +D

2

)
sin

(
C −D

2

)
.

3. Limitu funkce sin θ
θ

Jestliºe se θ limitn¥ blíºí k nule, funkce sin θ
θ

se blíºí hodnot¥ 1 a pí²eme

lim
θ→0

sin θ

θ
= 1.

Tento výsledek m·ºeme snadno ilustrovat v následující tabulce, kde pro stále men²í hod-
noty θ sledujeme chování funkce sin θ

θ
.

θ sin θ sin θ
θ

1 0.84147 0.84147
0.1 0.09983 0.99833
0.01 0.00999 0.99983

Tabulka 1: Hodnota funkce sin θ
θ

pro θ jdoucí k 0 je rovna 1.

M·ºete vyzkou²et dal²í hodnoty blízké 0 a sledovat, jak se chová funkce sin θ
θ
.

Pouºijeme tyto výsledky k derivování funkce f(x) = sinx p°ímo z de�nice derivace.
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Derivace f(x) = sinx

Jestliºe máme f(x) = sinx, potom f(x+ δx) = sin(x+ δx).
Tak

f(x+ δx)− f(x) = sin(x+ δx)− sinx.

Pravá strana je rozdíl dvou funkcí sinus. Tedy pouºijeme první trigonometrický vzore£ek, p°i-
pomenutý vý²e a p°epí²eme výraz do alternativního tvaru.

sin(x+ δx)− sinx = 2 cos
x+ δx+ x

2
sin

δx

2

= 2 cos
2x+ δx

2
sin

δx

2

= 2 cos(x+
δx

2
) sin

δx

2
.

Dále, pouºijeme de�nici derivace

dy

dx
= lim

δx→0

f(x+ δx)− f(x)

δx

= lim
δx→0

2 cos(x+ δx
2
) sin δx

2

δx
.

�íslo 2 m·ºeme p°esunout do jmenovatele, potom výraz v limit¥ má alternativní tvar:

dy

dx
=

cos(x+ δx
2
) sin δx

2

δx/2

= cos

(
x+

δx

2

)
sin δx

2
δx
2

.

Necháme-li δx klesat do nuly, pak uvaºovaný výraz sin δx
2

δx
2

= 1. To je z°ejmé z d°ív¥j²ího výsledku,

kde jsme ilustrovali, ºe limθ→0
sin θ
θ

= 1. Potom máme

dy

dx
= lim

δx→0
cos

(
x+

δx

2

)
sin δx

2
δx
2

= lim
δx→0

cos

(
x+

δx

2

)
· lim
δx→0

sin δx
2

δx
2

= cos(x) · 1.

Tedy získali jsme výsledek
dy

dx
= cosx.
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Derivace f(x) = cos x

Jestliºe máme f(x) = cos x, potom f(x+ δx) = cos(x+ δx).
Tak

f(x+ δx)− f(x) = cos(x+ δx)− cosx.

Pravá strana je rozdíl dvou funkcí kosinus. Tedy pot°ebujeme pouºít druhý trigonometrický
vzore£ek, a to

cosC − cosD = −2 sin

(
C +D

2

)
sin

(
C −D

2

)
.

Potom výraz v pravo p°epí²eme do alternativní podoby.

cos(x+ δx)− cosx = −2 sin
x+ δx+ x

2
sin

δx

2

= −2 sin
2x+ δx

2
sin

δx

2

= −2 sin(x+
δx

2
) sin

δx

2
.

Dále pouºijeme de�nici derivace

dy

dx
= lim

δx→0

f(x+ δx)− f(x)

δx

= lim
δx→0

−2 sin(x+ δx
2
) sin δx

2

δx
.

Op¥t £íslo 2 m·ºeme p°esunout do jmenovatele, potom výraz v limit¥ má alternativní tvar:

−
sin(x+ δx

2
) sin δx

2

δx/2
= − sin

(
x+

δx

2

)
sin δx

2
δx
2

Necháme-li δx klesat k nule, víme ºe

lim
δx→0

sin δx
2

δx
2

= 1.

Dále víme, ºe

lim
δx→0

− sin

(
x+

δx

2

)
= − sinx

Tak nakonec zjistíme, ºe
dy

dx
= − sinx · 1 = − sinx.

Tím jsem si vysv¥tlili, jak derivujeme funkce sinx and cosx p°ímo z de�nice derivace.

Handout 3 Matematika 1
III. kapitola


