
Pr·b¥h funkce

V této jednotce si ukáºeme jak postupovat p°i vy²et°ování pr·b¥hu funkce. P°edpokládáme
znalost po£ítání derivací a limit, které jsou dob°e popsány v p°edchozích letácích tohoto bloku.

P°i vy²et°ování pr·b¥hu funkce postupujeme podle následujících pravidel:

1. Ur£íme de�ni£ní obor funkce

2. Ur£íme sudost/lichost funkce a pr·se£íky s osami

3. Najdeme intervaly, na nichº je funkce ryze monotónní a ur£íme lokální extrémy.

4. Ur£íme in�exní body a intervaly na nichº je funkce konkávní resp. konvexní.

5. Najdeme asymptoty funkce, tj. p°ímky, ke kterým se funkce v nekone£nu limitn¥ blíºí.

6. Na záv¥r na£rtneme graf vy²et°ované funkce.

Aº na malé výjimky známe tém¥° v²echny po£etní postupy z d°ív¥j²ích leták·, proto zde
za£neme rovnou p°íkladem, na kterém si objasníme celý postup.

P°íklad. Vy²et°ete pr·b¥h funkce y = 8x
x2+4

.

�e²ení. Postupn¥ budeme procházet body 1-6.

1. Ur£íme de�ni£ní obor
De�ni£ním oborem jsou v²echna reálná £ísla R, protoºe pro kaºdé x ∈ R má smysl hledat
funk£ní hodnotu.

2. Ur£íme sudost/lichost
Tento bod není vºdy vyºadován p°i vy²et°ování pr·b¥hu funkce. Ne vºdycky totiº m·ºeme
rozhodnout, zda je funkce sudá nebo lichá.

Nový pojem 1: Sudost, lichost Funkce

Funkce se nazývá sudá, jestliºe pro v²echna x ∈ D(f) : f(x) = f(−x).
Funkce se nazývá lichá, jestliºe pro v²echna x ∈ D(f) : f(−x) = −f(x).

V na²em p°íkladu je funkce lichá, nebo´ f(−x) = −f(x). Tedy 8(−x)
(−x)2+4

= −8x
x2+4

.

3. Ur£íme intervaly monotonnosti a extrémy funkce
Tedy se nám jedná o to, na kterých intervalech je funkce rostoucí/klesající. Víme, ºe
derivace je sm¥rnicí te£ny. Pro ur£ení monotónnosti pot°ebujeme znát derivaci funkce
y = 8x

x2+4
, tj.

dy

dx
=

(8x)′(x2 + 4)− 8x(x2 + 4)′

(x2 + 4)2
=

8(x2 + 4)− 8x · 2x
(x2 + 4)2

=
−8x2 + 32

(x2 + 4)2
. (1)
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Derivaci dy
dx

poloºíme rovno nule. Je-li derivace v bod¥ rovna nule, pak je te£na grafu
funkce v bod¥ rovnob¥ºná s osou x. To pro nás znamená, ºe se funkce m·ºe v takovém
bod¥ m¥nit z rostoucí na klesající p°ípadn¥ z klesající na rostoucí. Derivace z rovnosti 1
je rovna nule práv¥ tehdy, kdyº £itatel je roven nule. Stacionární boby hledáme tak, ºe
°e²íme rovnici

−8x2 + 32 = 0

8x2 = 32

x2 = 4

x = ±2

Máme dva body, ve kterých se m·ºe m¥nit monotónnost funkce a to

x1 = −2 a x2 = 2. (2)

Je z°ejmé, ºe musíme zkoumat t°i intervaly pro vy²et°ení monotónnosti funkce.

(−∞,−2) (−2, 2) (−2,∞)

−8x2+32
(x2+4)2

- + -

y = 8x
(x2+4)

↘ ↗ ↘

Pro hodnoty x z intervalu (−∞,−2) je derivace záporná a funkce je klesající. Pro hodnoty
x z intervalu (−2, 2) je derivace kladná a funkce jen tomto intervalu rostoucí. Pro hodnoty
x z intervalu (−2,∞) je derivace záporná a funkce na tomto intervalu op¥t klesající.

Dále je z tabulky patrné, ºe oba stacionární body, jsou lokální extrémy funkce a to v bod¥
x1 = −2 nastává lokální minimum a v bod¥ x2 = 2 nastává lokální maximum.

4. Ur£íme in�exní body a intervaly konvexností p°íp. konkávnosti

In�exní body ur£íme podobným zp·sobem jako body stacionární, jen s tím rozdílem, ºe
poloºíme druhou derivaci rovno nule. Vypo£ítáme druhou derivaci

d2y

dx2
=

(
−8x2 + 32

(x2 + 4)2

)′
=
−16x(x2 + 4)2 − (−8x2 + 32) · 2 · (x2 + 4)2x

(x2 + 2)4
= (3)

=
−16x3 − 64x+ 32x3 − 128x

(x2 + 2)3
=

16x(x2 − 12)

(x2 + 2)3
. (4)

In�exní body hledáme tak, ºe °e²íme rovnici

16x(x2 − 12) = 0

16x = 0 nebo x2 − 12 = 0

x = 0 x2 = 12

x = ±2
√
3

Máme t°i in�exní body x1 = −2
√
3, x2 = 0 a x3 = 2

√
3, budeme tedy ur£ovat konvexnost

resp. konkávnost na £ty°ech intervalech
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(−∞,−2
√
3) (−2

√
3, 0) (0, 2

√
3) (2

√
3,∞)

16x(x2−12)
(x2+4)3

- + - +

y = 8x
(x2+4)

_ ^ _ _

Na intervalu (−∞,−2
√
3) je funk£ní hodnota druhé derivace záporná, tedy zde je funkce

y konkávní.
Na intervalu (−2

√
3, 0) je funk£ní hodnota druhé derivace kladná, tedy zde je funkce y

konvexní.
Na intervalu (0, 2

√
3) je funk£ní hodnota druhé derivace záporná, tedy zde je funkce y

konkávní.
Na intervalu (2

√
3,∞) je funk£ní hodnota druhé derivace kladná, tedy zde je funkce y

konvexní.

5. Asymptoty funkce

Asymptoty bez sm¥rnice
Asymptoty bez sm¥rnice nastávají v bodech, kde funkce má nevlastní limity, p°íp. jedno-
stranné nevlastní limity. Ty ur£íme tak, ºe pro body, ve kterých není funkce de�novaná,
vypo£ítáme limitu zprava a limitu zleva. Je-li výsledkem ±∞, pak asymptotou je p°ímka
x = c, (c- je bod kde neí funkce de�novaná) která je rovnob¥ºná s osou y.

Tato funkce nemá asymptotu bez sm¥rnice, nebo´ je de�novaná na celém R.
Asymptoty se sm¥rnicí
Asymptota se sm¥rnicí je obecn¥ p°ímka y = ax+ b, a, b ∈ R.

Nový pojem 2: Asymptoty se sm¥rnicí

Asymptota je p°ímka y = ax + b, a, b ∈ R, kde sm¥rnici a a posunutí b ur£íme
následovn¥:

a = lim
x→±∞

f(x)

x
, b = lim

x→±∞
(f(x)− ax).

Asymptota se sm¥rnicí je p°ímka y = 0 nebo´:

a = lim
x→±∞

8x

x3 + 4x
= 0, b = lim

x→±∞

8x

x2 + 4
= 0.

6. Graf funkce
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Uvedeme je²t¥ n¥kolik °e²ených p°íklad· na pr·b¥h funkce, které nebudou doprovázeny tak
rozsáhlým komentá°em, jako u p°íkladu vý²e.

P°íklad. Vy°e²te pr·b¥h funkce y = ln
(
x+2
x2

)
�e²ení. Op¥t budeme postupn¥ °e²it v²ech 6 bod·.

1. Ur£íme de�ni£ní obor
D(f) = (−2, 0) ∩ (0,∞), logaritmus není de�nován pro záporné hodnoty. De�ni£ní obor
je ur£en jako °e²ení nerovnice x+2

x2
> 0.

2. Ur£íme sudost/lichost
Funkce není ani sudá a ani lichá, nebo´ ln

(
x+2
x2

)
= 0⇔ x+2

x2
= 0⇔ x2− x− 2 = 0⇔ x =

−1 ∨ x = 2. Tímto jsme ukázali, ºe funkce nespl¬uje podmínku ani sudosti ani lichosti.

3. Ur£íme intervaly monotónnosti a extrémy funkce
První derivace funkce

dy

dx
= − x+ 4

x(x+ 2)
= 0⇔ x = −4.

Tento bod ale neleºí v de�ni£ním oboru, funkce tedy nemá ºádné lokální extrémy. P°esto
°e²íme monotónnost na intervalech dle de�ni£ního oboru.

(−2, 0) (0,∞)

dy
dx

+ -

f(x) ↗ ↘

4. Ur£íme in�exní body a intervaly konvexnosti p°íp. konkávnosti
Druhá derivace

d2y

dx2
=
x2 + 8x+ 8

(x2(x+ 2)2
= 0⇔ x2 + 8x+ 8 = 0⇔ x1,2 = −4± 2

√
2.

Jediným in�exním bodem je bod x = −4+2
√
2, protoºe bod x4−2

√
2 nenáleºí de�ni£nímu

oboru.
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(−2,−4 + 2
√
2) (−4 + 2

√
2, 0) (0,∞)

d2y
dx2

- + +

f(x) _ ^ ^

5. Asymptoty funkce
Asymptoty bez sm¥rnice jsou p°ímky x = −2 a x = 0:

lim
x→−2+

ln

(
x+ 2

x2

)
= −∞ lim

x→0
ln

(
x+ 2

x2

)
=∞.

Uºite£ná poznámka. Nepo£ítáme limitu pro bod −2−, protoºe ten nepat°í do de�ni£ního
oboru.

Asymptoty se sm¥rnicí neexistují, nebo´

a = lim
x→∞

ln

(
x+ 2

x2

)
= −∞.

6. Graf funkce
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P°íklad. Vy°e²te pr·b¥h funkce y = arctg (2x)− x.

�e²ení. Op¥t budeme postupn¥ °e²it v²ech 6 bod·.

1. Ur£íme de�ni£ní obor
D(f) = R ob¥ funkce jsou de�nované pro v²echny reálná £ísla.

2. Ur£íme sudost/lichost
Funkce y = arctg (2x)− x je lichá, protoºe je z°ejmé, ºe ob¥ funkce jsou liché.
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3. Ur£íme intervaly monotónnosti a extrémy funkce
První derivace funkce

dy

dx
=

2

1 + 4x2
− 1 =

1− 4x2

1 + 4x2
= 0⇔ x = ±1

2
.

Máme tedy t°i intervaly

(−∞;−0, 5) (−0, 5; 0, 5) (0, 5;∞)

dy
dx

- + -

f(x) ↘ ↗ ↘

4. Ur£íme in�exní body a intervaly konvexností p°íp. konkávnosti
Druhá derivace

d2y

dx2
= −16 x

(1 + 4x2)2
= 0⇔ x = 0.

Jediným in�exním bodem je bod x = 0.

(−∞, 0) (0,∞)

d2y
dx2

+ -

f(x) ^ _

5. Asymptoty funkce
Asymptoty bez sm¥rnice neexistují. Asymptoty se sm¥rnicí jsou p°ímky y1 = −x + π

2

pro x→∞, a y2 = −x− π
2
pro x→ −∞.

a1 = lim
x→∞

(
arctg 2x

x
− 1

)
= −1, b2 = lim

x→∞
(arctg (2x)− x+ x) =

π

2
,

a1 = lim
x→−∞

(
arctg 2x

x
− 1

)
= −1, b2 = lim

x→−∞
(arctg (2x)− x+ x) = −π

2
.

6. Graf funkce funkce
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