
Gaussova elimina£ní metoda

Gaussovou elimina£ní metodou lze jednodu²e a rychle °e²it systémy lineárních rovnic. V po-
rovnání se s£ítací, dosazovací nebo porovnávací metodou je její výhodou to, ºe je univerzální.
M·ºeme ji vyuºít u systém· s libovolným po£tem rovnic a neznámých, zatímco ostatní zmín¥né
metody jsou pro systémy s více neº 3 rovnicemi komplikované.

M¥jme systém rovnic ve v²eobecném tvaru

a11x1 + a12x2 + · · · + a1nxn = b1
a21x1 + a22x2 + · · · + a2nxn = b2
...

...
. . .

...
...

am1x1 + am2x2 + · · · + amnxn = bm

.

Nový pojem: Homogénní a nehomogénní systém

Jsou-li na pravé strane systému rovnic (za znamínkem =) samé nuly, nazývá se homo-

genní. V opa£ném p°ípade jde o nehomogenní systém.

Tematický p°íklad. Systém vlevo je homogenní, vpravo nehomogenní.

2x+ y = 0

x+ 3y = 0

x+ 4y = 5

7x+ 3y = 0

Postup

Nejprve je pot°eba p°evést rovnice na maticový tvar Ax = b, kde

A =


a11 a12 . . . a1n
a21 a22 . . . a2n
...

...
. . .

...
am1 am2 . . . amn

 , x =


x1

x2
...
xn

 , b =


b1
b2
...
bm

 .

Tematický p°íklad. Pro soustavu se t°emi rovnicemi to bude vypadat následovn¥:

2y + z = −8
x− 2y − 3z = 0

−x+ y + 2z = 3

−→

 0 2 1
1 −2 −3
−1 1 2

 ·
 x

y
z

 =

 −80
3

 .
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Nový pojem 1: Roz²í°ená matice systému

Matici

A|b =


a11 a12 . . . a1n b1
a21 a22 . . . a2n b2
...

...
. . .

...
...

am1 am2 . . . amn bm


nazývame roz²í°enou maticí systému.

Tematický p°íklad. Roz²í°enou matici systému sestavíme následovn¥

2y + z = −8
x− 2y − 3z = 0

−x+ y + 2z = 3

−→

 0 2 1 −8
1 −2 −3 0
−1 1 2 3

 .

Základní my²lenkou Gaussovy elimina£ní metody je upravit roz²í°enou matici systému A|b
tak, aby v kaºdém dal²ím °ádku bylo alespo¬ o jednu neznámou mén¥. Tento tvar nazýváme
trojúhelníkový tvar matice. M·ºeme pouºít jenom tzv. ekvivalentní úpravy, mezi které
pat°í

• násobení £i d¥lení jednotlivých °ádk· nenulovým £íslem

• vým¥na °ádk·

• p°i£ítání násobk· jednotlivých °ádk· k jinému °ádku.

Po uprav¥ na trojúhelníkový tvar vy°e²íme poslední °ádek matice (= poslední rovnici) a její
°e²ení zp¥tn¥ dosadíme do p°ede²lých rovnic. Tím získáme celkové °e²ení.

Tematický p°íklad. Upravme roz²í°enou matici systému na trojúhelníkový tvar. 0 2 1 −8
1 −2 −3 0
−1 1 2 3


Krok 1: Vym¥¬me první a druhý °ádek. 1 −2 −3 0

0 2 1 −8
−1 1 2 3


Krok 2: P°ipo£ítejme první °ádek ke t°etímu. 1 −2 −3 0

0 2 1 −8
0 −1 −1 3


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Krok 3: Vym¥¬me druhý a tretí °ádek. 1 −2 −3 0
0 −1 −1 3
0 2 1 −8


Krok 4: Dvojnásobek druhého °ádku pripo£ítejme ke t°etímu. 1 −2 −3 0

0 −1 −1 3
0 0 −1 −2


Krok 5: Matice je nyní ve trojúhelníkovém tvaru. Z poslední rovnice lze lehce dopo£ítat pro-
m¥nnou z.

−z = −2

z = 2

Krok 6: Zp¥tným dosazením do druhého °ádku matice dopo£ítáme prom¥nnou y

−y − 2 = 3

y = −5

a dosazením do prvního °ádku matice i poslední prom¥nnou x.

x− 2 · (−5) + 3 · 2 = 0

x = −4

V tomto p°íklad¥ jsme Gaussovou elimina£ní metodou získali jedno °e²ení

 x
y
z

 =

 −4−5
2

.

V obecném p°ípad¥ m·ºe být i nekone£n¥ mnoho °e²ení nebo dokonce ºádné.

Nekone£n¥ mnoho °e²ení systému

Tematický p°íklad. Pomocí Gaussovy elimina£ní metody °e²me systém rovnic

x+ y − 3z = 4

2x+ y − z = 2

3x+ 2y − 4z = 6.

P°epi²me nejd°íve rovnice na roz²í°enou matici 1 1 −3 4
2 1 −1 2
3 2 −4 6

 .
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Upravme ji na trojúhelníkový tvar. Ode£t¥me dvojnásobek prvního °ádku od druhého a troj-
násobek prvního °ádku od t°etího 1 1 −3 4

2 1 −1 2
3 2 −4 6

 ∼
 1 1 −3 4

0 −1 5 −6
0 −1 5 −6

 .

Nyní ode£t¥me druhý °ádek od t°etího 1 1 −3 4
0 −1 5 −6
0 −1 5 −6

 ∼
 1 1 −3 4

0 −1 5 −6
0 0 0 0

 .

Poslední °ádek je nulový, ze systému nám vypadla poslední rovnice. Z·staly nám tedy dv¥
rovnice a t°i neznámé. Z druhého °ádku matice si vyjád°íme prom¥nnou y

−y + 5z = −6
y = 6 + 5z.

Dosazením do prvního °ádku máme

x+ (6 + 5z)− 3z = 4

x = 2− 2z.

Prom¥nou z m·ºeme poloºit rovnu libovolnému reálnému £íslu p, pak x = 2− 2p a y = 6+ 5p.
Nedostali jsme jedno konkrétní °e²ení, ale nekone£ne mnoho. Tato °e²ení budou záviset na
parametru p. Dosazením libovolného £ísla za parametr dostaneme konkrétní °e²ení. T°eba
pro p = 0 je °e²ením (x, y, z) = (2, 6, 0) a pro p = −1 je °e²ením (x, y, z) = (4, 1,−1) atd.

Systém nemá °e²ení

Tematický p°íklad. Podívejme se na systém

2x+ y + z = 1

3x+ 2y − 4z = 4

−6x− 3y − 3z = 2.

Pokusme se pomocí Gaussovy elimina£ní metody nalézt jeho °e²ení. Nejprve ho p°evedeme do
maticového tvaru  2 1 1 1

3 2 −4 4
−6 −3 −3 2

 .

Pak pomocí ekvivalentních úprav p°evedeme matici na trojúhelníkový tvar. První °ádek vyná-
sobíme t°emi, druhý °ádek dv¥ma a ode£teme je. 6 3 3 3

6 4 −8 8
−6 −3 −3 2

 ∼
 6 3 3 3

0 1 −11 5
−6 −3 −3 2

 .
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Pak první °ádek p°ipo£ítáme také ke t°etímu °ádku. 6 3 3 3
0 1 −11 5
−6 −3 −3 2

 ∼
 6 3 3 3

0 1 −11 5
0 0 0 5


Z posledního °ádku by m¥lo platit 0 = 5, coº ov²em nelze. Proto tahle soustava nemá °e²ení.

D·leºité tvrzení: Po£et °e²ení

Homogenní soustava má vºdy alespo¬ jedno °e²ení, tzv. triviální - jsou ním samé nuly.
Nehomogenní soustava m·ºe mít jedno °e²ení, nekone£n¥ mnoho nebo taky ºádné °e²ení.
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