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I Bodové a intervalové odhady parametri rozdeéleni -f)rzi'\'f"— =

dépodobnosti

I.I Motivace

Ziskali jsme data X1, Xy, ..., X, o kterych vime, Ze pochézeji z normalntho rozdéleni N (u, 0?),
ale nezndme hodnoty parametrt u, 0. Chtéli bychom na zakladé ziskanych dat tyto hodnoty
odhadnout. Zajima nas, jak tento odhad zkostruovat a, pokud jich mame nékolik, tak urc¢it ten
lepsi.

Ve skutecnosti nemusime pracovat zrovna s normalnim rozdélenim, data mohou pochéazet
z libovolného rozdéleni, které je zavislé na parametru /. Toto obecné rozdéleni budeme znacit
L(¥). Nabizi se dva zpiuisoby, jak k odhadu parametru 9 ptistoupit. Bud nés bude zajimat jedna
konkrétni hodnota, kterou budeme povazovat za odhad — pak mluvime o bodovém odhadu. Mize
nas ale zajimat interval, ve kterém parametr 9 s pravdépodobnosti 1 — « lezi. Pak konstruujeme
tzv. intervalovy odhad.

Interpretacni pozndmka. Parametr 1 mize byt ve skutecnosti i vektor parametri 19, jako napiik-
lad u normélniho rozdéleni. Pak 9 = (i, 0?). Pro jednoduchost budeme pracovat se skalarnim
pripadem.

I.II' Bodovy odhad

Méame néhodny vybér Xy, X, ..., X, ktery pochazi z rozdéleni pravdépodobnosti L(1). M;
hodnotu 1 nezname, a tak ji chceme odhadnout jednou hodnotou, tu oznacime stiiskou: J.
Protoze tento odhad bude vypocitany pomoci nahodného vybéru, jedné se o statistiku.

Novy pojem: Bodovy odhad

Bodovym odhadem 0] parametru 9 rozdéleni pravdépodobnosti L(#) je libovolnéa statistika
0 =T(X1,Xs,...,X,),

jejiz hodnoty kolisaji okolo skute¢né hodnoty .

Interpretacni poznamka. Pro pripomenuti, statistika je libovolna funkce ndhodného vybéru —
formulka, do které dosadime n ziskanych hodnot.

Tato definice je ale velmi obecné — podle ni mohou byt odhady parametry g normalniho
rozdéleni naptiklad statistiky:

.Tl(Xl,XQ,...,Xn):Xl'XQ'...'Xn
[ ] TQ(Xl,XQ,...,Xn) - %Z?:l Xl
(] Tg(Xl,XQ,...,Xn> :Xl

Ocividné T7 a T3 jsou pékné mizerné odhady u, proto potifebujeme néjakym zptisobem mérit
kvalitu odhadu, abychom mohli ty Spatné vyfiltrovat a vybrat ten nejlepsi.
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Novy pojem: Nestranny odhad

Statistika T'(X1, Xs,...,X,) je nestrannym (nevychylenym, nezkreslenym) odhadem

parametru v, pokud
E{T(Xl,XQ, oo 7Xn)] = 79

Tento pozadavek znamend, ze statistika T'(Xy, Xs, ..., X, ) nenadhodnocuje ani nepodhod-
nocuje hodnotu parametru v. Je néjaka ze statistik 17,75, T3 nestranna?

EN]=EX, - Xo-...-X,) = E[X\]- E[Xo] - ... - E[X,] = pi-pi-cop= " #
nezé,visléTE[Xi]:p celkem n krat

E[ly) = E

1 & 1 & 1 & o
- X;| ==Y E[X]=- =L =
PR RIS
E[T3] = E[Xi] = p

Statistika T} tedy neni nestrannym odhadem parametru ¢, zatimco 7T, a T35 jsou. Tak néjak
ale citime, Ze statistika 75 by méla byt lepsi, nez T3, vzdyt T3 nevyuziva vSechna ziskana datal!
Proto je tfeba i nestranné odhady dale porovnévat, abychom mohli nakonec vybrat ten nejlepsi.

Novy pojem: Nejlepsi odhad

Statistika  T7(X3, Xo,...,X,) je lepsi odhad parametru 1 nez statistika
T5(X4, Xa, ..., X,), pokud pro libovolnou skute¢nou hodnotu ¢ plati

DIT\(X1, X, ..., Xp)] < D[To(X1, Xa, ..., X))

Odhad, ktery ma ze vSech nestrannych odhadi nejmensi rozptyl nazyvame nejlepsi (vy-
datny, angl. efficient).

Interpretacni pozndmka. Maly rozptyl se nam libi, protoze nam spolu s nestrannosti zarucuje,
ze nas odhad lezi blizko opravdové hodnoty parametru v.

Ktera ze statistik 15 a T3 je lepsi?

D3] =D [%zn:Xz] Zizn:D[Xi] :n;‘Q:U_Q

DI[T3] = D[X;] = o*

Méame-li tedy nahodny vybér o velikosti n aspon 2, pak je T5 lepsi, pro n = 1 jsou tyto statistiky
shodné. Zajimavé je, ze s rostouci velikosti nahodného vybéru n klesa rozptyl odhadu 75, limitné
az k nule. Tato vlastnost se nam libi. ..
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Novy pojem: Konzistentni odhad

Mgéjme posloupnost odhada T3(Xy), To(X1, Xo), ..., Th(X1, Xo, ..., X,,) parametru 9.
Tato posloupnost je konzistentni, pokud:

lim E[T,] =9, (1)
lim DIT,] = 0. 2)

Interpretacni pozndmka. Podmince (1) se fika asymptotickd nestrannost a je slabsi, nez nes-
trannost (z nestrannosti plyne asymptotickd nestrannost, naopak to nefunguje). Podminka (2)
fika, Ze s rostouci velikosti ndhodného vybéru n se odhad zpreshuje.

Diilezité tvrzeni: Bodové odhady zakladnich ¢iselnych charakteristik

Pro libovolné rozdélenou nahodnou veli¢inu X je:

e vybérovy primér M = > " X, nestranny konzistentni odhad stfedni hodnoty
E[X].

e statistika S? = = >"" | (X; — M)? nestranny konzistentnf odhad rozptylu D[X].
Pro normélni rozdéleni jsou tyto odhady nejlepsi.

J

Pro vypocet bodovych odhadii parametri libovolného rozdéleni L(¥) mame napf.: momen-
tovou metodu a metodu maximalni vérohodnosti.
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I.III Bodové odhady parametri zakladnich rozdéleni

Nésledujici tvrzeni shrnuji nejc¢astéji pouzivané bodové odhady parametri vybranych rozdéleni.

Diilezité tvrzeni: Nestranné a konzistentni odhady parametra zakladnich

rozdéleni

Nésledujici odhady jsou konzistentni a nestranné.

Pro odhady parametrii normalntho rozdéleni N (u,0?) pouzivame tyto statistiky:

Pro odhad parametru Poissonova rozloZeni Po(\) pouzivame vybérovy pramér, tj.
1 n
A= z; X;.
1=

Pro odhad parametru exponencialniho rozdéleni Ezp(\) pouzivame pievracenou hodnotu

vybérového primeéru, tj.
n

Z?:l X
Pro odhad parametru p binomického rozdéleni Bi(m,p) se pouZiva statistika

R 1
P:%;Xi-

=

Specialné, pro pripad m = 1 (tj. alternativni rozloZeni), je odhadem vybérovy pramér.
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