
Derivace funkcí více prom¥nných

Derivace je základním pojmem diferenciálního po£tu. P°i de�nici derivace pro funkce více pro-
m¥nných m·ºeme postupovat dv¥ma zp·soby. První moºnost je uvaºovat hodnoty dané funkce
pouze na jisté p°ímce. Získáme tak v podstat¥ funkci jedné prom¥nné. Abychom získali úpln¥j²í
informaci o hodnotách funkce v okolí daného bodu musíme de�novat siln¥j²í pojem � diferenciál.
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Úvod

Ve v¥dních i technických oborech se £asto setkáváme s veli£inami, jejichº hodnoty závisí na
v¥t²ím po£tu prom¥nných. Objem válce je závislý na polom¥ru podstavy a vý²ce, tlak plynu
na teplot¥ a objemu, zisk ekonomického subjektu na nákladech a cen¥, nap¥tí v elektrickém
obvodu na hodnotách odpor·, kapacit a induk£ností jeho prvk·, apod. Matematický aparát pro
popis takovýchto závislostí v systémech s "kone£n¥ mnoha stupni volnosti" poskytuje teorie
funkcí více prom¥nných.

Nový pojem

Funkce n prom¥nných � funkce f : Rn −→ R, která zobrazuje bod (x1, . . . , xn) ∈ Rn do
bodu y ∈ R. Zna£íme y = f(x1, . . . , xn). De�ni£ní obor funkce n prom¥nných � mnoºina
A ⊂ Rn bod·, pro které má de�ni£ní p°edpis funkce smysl.

Nový pojem

Funkce dvou prom¥nných � funkce f : R2 −→ R. Zna£íme z = f(x, y). De�ni£ním
oborem takové funkce je £ást roviny. Grafem je zpravidla plocha.

P°íkladem funkce více prom¥nných mohou být nap°íklad známé matematické (£i fyzikální)
vzorce. Objem rota£ního válce V je funkcí svého polom¥ru r a vý²ky υ, coº zapí²eme jako

V = V (r, υ) = πr2υ.

Analogicky objem komolého rota£ního kuºele V je funkcí t°í prom¥nných � polom¥r· r a
R jeho spodní a horní podstavy a vý²ky t¥lesa υ, coº zapí²eme jako

V = V (r, R, υ) =
πυ

3
(r2 + rR +R2).

Z de�nice funkce více prom¥nných vyplývá, ºe tato funkce je jednozna£n¥ ur£ena svým
de�ni£ním oborem a p°edpisem, kterým je kaºdému bodu x = (x1, x2, . . . , xn) ∈ D(f) p°i°azena
funk£ní hodnota f(x). Pokud je p°edpis dán vzorcem a de�ni£ní obor funkce není zadán, pak
de�ni£ním oborem rozumíme mnoºinu v²ech x ∈ Rn, pro n¥º má tento vzorec smysl.
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Sm¥rové a parciální derivace

Podobn¥ jako derivace byla jedním ze základních prost°edk· pro vy²et°ování funkcí jedné reálné
prom¥nné, budou parciální derivace jedním ze základních prost°edk· pro vy²et°ování funkcí více
prom¥nných.

Nový pojem

Parciální derivace funkce n prom¥nných podle xi � je derivace funkce jedné prom¥nné
g(x) = f(x1, . . . , xi−1, x, xi+1, . . . , xn). Zna£íme ∂f

∂xi
nebo také f ′xi

.

Interpreta£ní poznámka. P°i po£ítání parciálních derivací f ′xi
povaºujeme za prom¥nnou pouze

xi, na ostatní prom¥nné se díváme jako na konstanty. Pro výpo£et parciálních derivací platí
pravidla o derivování sou£tu, sou£inu a podílu funkcí.

Uºite£ná poznámka. Uv¥domme si, ºe parciální derivace ∂f
∂xi

(x1, . . . , xn) funkce f podle xi v
bod¥ x = (x1, . . . , xn) je £íslo, které závisí na volb¥ bodu x. Tedy parciální derivace funkce
f(x1, . . . , xn) podle xi je téº funkcí n prom¥nných.

Pro gra�cké vyjád°ení pojmu parciální derivace v bod¥ se omezíme pouze na funkci dvou
prom¥nných a bod (x0, y0). V tomto p°ípad¥ "za�xování"prom¥nné y, resp. x znamená omezit se
p°i výpo£tu f ′x(x0, y0), resp. f

′
y(x0, y0) na rovinu y = y0, resp. x = x0. Ve shod¥ s geometrickým

významem derivace funkce jedné prom¥nné je pak derivace f ′x(x0, y0) rovna sm¥rnici te£ny v
bod¥ (x0, y0) k pr·se£nici funkce f(x, y) s rovinou y = y0. Analogické úvahy platí i pro f ′y(x0, y0).
Situace je znázorn¥na na následujícím obrázku.

Obrázek 1. Geometrický význam parciálních derivací f ′x a f ′y v bod¥ (x0, y0).
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Tématický p°íklad. Najd¥te parciální derivaci funkce z = y
x+y

. Nejd°íve spo£ítáme ∂z
∂x
. P°i

po£ítání povaºujeme y za konstantu a derivujeme z jako funkci jedné prom¥nné x.

∂z

∂x
=

0 · (x+ y)− 1 · y
(x+ y)2

= − y

(x+ y)2
.

Podobn¥ p°i po£ítání ∂z
∂y

povaºujeme x za konstantu a derivujeme z jako funkci jedné prom¥nné
y.

∂z

∂y
=

1 · (x+ y)− y · 1
(x+ y)2

= − x

(x+ y)2
.

Cvi£ení 1

Najd¥te parciální derivace funkce z podle jednotlivých prom¥nných

(a) z = x2 + y2 − 3xy + 4x+ 5y − 7 (b) z = x2 cos(x+ 3y)

(c) z = ln(x+
√
x2 + y2) (d) z = arctan x+y

x−y

Parciální derivace m·ºeme téº zavést p°ímo pomocí limity. Víme, ºe pro funkci y = g(x)
jedné prom¥nné je

g′(x0) = lim
h→0

g(x0 + h)− g(x0)
h

.

Tedy

∂f

∂xi
(x01, . . . , x

0
n) = lim

h→0

f(x01, . . . , x
0
i + h, . . . , x0n)− f(x01, . . . , x0n)

h
, i = 1, . . . , n.

Nový pojem

Derivací funkce f(x1, . . . , xn) v bod¥ a = (a1, . . . , an) ve sm¥ru vektoru ~s = (s1, . . . , sn)
rozumíme derivaci funkce jedné prom¥nné

y(t) = f(a1 + hs1, . . . , an + hsn)

v bod¥ h = 0 a zapisujeme ji f ′~s(a). To znamená, ºe

f ′~s(a) = lim
h→0

f(a1 + hs1, . . . , an + hsn)− f(a1, . . . , an)
h

.

Volíme-li vektor ~s = (0, . . . , 1, . . . , 0) tvo°ený nulami s výjimkou i-té pozice (kde je 1),
derivace funkce y = f(x1, . . . , xn) v bod¥ a = (a1, . . . , an) ve sm¥ru ~s = (0, . . . , 1, . . . , 0) je
rovna parciální derivaci f ′xi

(a1, . . . , an).
Abychom uvedli i souvislost parciálních derivací s derivací ve sm¥ru, je vhodné zavést pojem

gradientu funkce f(x1, . . . , xn).
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Nový pojem

Gradient funkce f v bod¥ A� vektor parciálních derivací podle jednotlivých prom¥nných,
tj. grad f(A) = (f ′x1

(A), . . . , f ′xn
(A)). Zna£íme také ∇f(A). Je to sm¥r, ve kterém funkce

nejrychleji roste.

Tématický p°íklad. Najd¥te gradient funkce f = x3 + y3 − 3xy, v bod¥ A = [2, 1].

∂f

∂x

∣∣∣∣
A

= 3x2 − 3y|A = 9,

∂f

∂y

∣∣∣∣
A

= 3y2 − 3x|A = −3.

Z toho gradient funkce v bod¥ A je vektor grad f(A) = (9,−3).

Cvi£ení 2

Najd¥te gradient funkce f v bod¥ A

(a) f(x, y, z) = xez+2y, A = [1,−1, 2]
(b) f(x, y, z) = x

x2+y2+z2
, A = [1, 2, 2]

(c) f(x, y, z) = xyz, A = [1, 2, 3]

Nový pojem

Parciální derivace druhého °ádu � f ′′xixj
(x1, . . . , xn) = (f ′xi

(x1, . . . , xn))
′
xj
. Je to parciální

derivace funkce f ′xi
(x1, . . . , xn), podle prom¥nné xj. Zna£íme také ∂f2

∂xi∂xj
.

Uºite£ná poznámka. M·ºeme po£ítat i parciální derivace vy²²ích °ád·. Parciální derivace n -
tého °ádu je parciální derivace funkce, která sama vznikla jako (n − 1)-ní derivace. P°i po-
£ítání parciálních derivací vy²²ích °ád· nezáleºí na po°adí, v jakém po£ítáme derivace podle
jednotlivých prom¥nných, jsou-li tyto derivace spojité.

Tématický p°íklad. Najd¥te v²echny parciální derivace druhého °ádu funkce f(x, y) = xey

podle jednotlivých prom¥nných.
Nejd°íve spo£ítáme parciální derivace prvního °ádu dané funkce:

∂f

∂x
= ey,

∂f

∂y
= xey.

Potom
∂f 2

∂x2
= 0,

∂f 2

∂y2
= xey,

∂f 2

∂x∂y
=

∂f 2

∂y∂x
= ey.

Cvi£ení 3

Najd¥te v²echny parciální derivace druhého °ádu funkce f podle jenotlivých prom¥nných
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(a) f(x, y) = x+ y + xy
x−y

(b) f(x, y) = xy + cos(x− y)
(c) f(x, y, z) = xyz − 3x+ 7y + 5z

(d) f(x, y, z) = ln
(

yz2

x

)

Diferenciál funkce

Diferenciál funkce jedné prom¥nné v bod¥ x0 souvisí s nahrazením funkce te£nou v bod¥ x0
a jeho existence je rovnocenná existenci derivace v tomto bod¥. Situace v p°ípad¥ funkcí více
prom¥nných je komplikovan¥j²í, i kdyº z formálního hlediska je význam diferenciálu totoºný.

Nový pojem

�ekneme, ºe funkce f(x1, . . . , xn) de�nována v n¥jakém okolí bodu a = [a1, . . . , an] je v
tomto bod¥ diferencovatelná, jestliºe existují konstanty D1, . . . , Dn ∈ R takové, ºe platí

lim
[h1,...,hn]→[0,...,0]

f(a1 + h1, . . . , an + hn)− f(a1, . . . , an)− (D1h1 + · · ·+Dnhn)√
h21 + · · ·+ h2n

= 0

Lineární výraz D1h1 + · · · +Dnhn prom¥nných h1 + · · · + hn se nazývá diferenciál nebo

téº totální diferenciál funkce f v bod¥ [a1, . . . , an] a zna£í se df(a1, . . . , an).

D·leºité tvrzení

Je-li funkce f(x1, . . . , xn) diferencovatelná v bod¥ a = [a1, . . . , an], resp. v jeho okolí, pak
je v tomto bod¥, resp. v jeho okolí spojitá. Navíc v tomto bod¥ existují v²echny parciální
derivace prvního °ádu a spl¬ují rovnosti(

∂f

∂x1
(a), . . . ,

∂f

∂xn
(a)

)
= (D1, . . . , Dn).

Výrazy ∂f
∂xi

(a)hi pro i = 1, . . . , n parciální diferenciály. P°ír·stky hi lze zna£it jako dxi.

P°i geometrické interpretaci se op¥t omezíme pouze na funkci dvou prom¥nných. V tomto
p°ípad¥ diferenciál funkce z = f(x, y) v bod¥ [x0, y0] obvykle zapisujeme ve zkrácené podob¥

dz =
∂f

∂x
(x0, y0)h1 +

∂f

∂y
(x0, y0)h2 = f ′x(x0, y0)dx+ f ′y(x0, y0)dy.

Vyjád°íme-li p°ír·stky dx = x − x0, dy = y − y0, dz = z − z0 a dosadíme do vý²e uvedené
rovnice, vznikne nám pro prom¥nné x, y, z lineární rovnice

z − z0 = f ′x(x0, y0)(x− x0) + f ′y(x0, y0)(y − y0),

která je vzorcem te£né roviny k funkci z = f(x, y) v bod¥ [x0, y0, z0], kde z0 = f(x0, y0).
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Tématický p°íklad. Napi²te rovnici te£né roviny k plo²e z = x2

2
− y2 v bod¥ T = [2, -1, ?].

Nejd°íve spo£ítáme t°etí sou°adnici bodu T . Bod leºí na plo²e, a proto z0 = f(2,−1) = 1.
Dále

∂z

∂x
= x,

∂z

∂x
(T ) = 2,

∂z

∂y
= −2y, ∂z

∂y
(T ) = 2.

Rovnice te£né roviny ρ k plo²e z = x2

2
− y2 v bod¥ T = [2,−1, 1]:

ρ : 2(x− 2) + 2(y + 1)− (z − 1) = 0.

Po úprav¥ dostaneme rovnici te£né roviny ρ: 2x+ 2y − z − 1 = 0.

Tématický p°íklad. Napi²te rovnici te£né roviny k plo²e x3 + y3 + z3 + xyz − 6 = 0 v bod¥
T = [1,2,-1].

Plocha je daná implicitn¥. Bod T leºí na dané plo²e, protoºe sou°adnice tohoto bodu spl¬ují
rovnici plochy: 1+8− 1− 2− 6 = 0. Spo£ítáme parciální derivace funkce F (x, y, z) = x3+ y3+
z3 + xyz − 6:

F ′x = 3x2 + yz, F ′y = 3y2 + xz, F ′z = 3z2 + xy; F ′x(T ) = 1, F ′y(T ) = 11, F ′z(T ) = 5.

Potom
ρ : 1(x− 1) + 11(y − 2) + 5(z + 1) = 0.

Po úprav¥ dostaneme rovnici te£né roviny ρ: x+ 11y + 5z − 18 = 0.

Cvi£ení 4

Napi²te rovnici te£né roviny k následujícím plochám v bod¥ T = [x0, y0, z0]:

(a) z =
√
x2 + y2 − xy, T = [3, 4, ?]

(b) 3x4 − 4y3z + 4xyz2 − 4z3x+ 1 = 0, T = [?, 1, 1]

(c) z = 2x2 − 4y2, T = [2, 1, ?]

Odpov¥di na cvi£ení

Cvi£ení 1

a) z′x = 2x− 3y + 4, z′y = 2y − 3x+ 5;

b) z′x = 2x cos(x+ 3y)− x2sin(x+ 3y), z′y = −3x2 sin(x+ 3y);

c) z′x = 1√
x2+y2

, z′y =
y

x2+y2+x
√

x2+y2
;

d) z′x = −y
x2+y2

, z′y =
x

x2+y2
.

Cvi£ení 2

a) ∇f(A) = (1, 2, 1); b) ∇f(A) = 1
81
(7,−4,−4); c)∇f(A) = (6, 3, 2).
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Cvi£ení 3

a) f ′′xx = 2y2

(x−y)3 , f
′′
xy = −

2xy
(x−y)3 , f

′′
yy =

2x2

(x−y)3 ;

b) f ′′xx = − cos(x− y), f ′′xy = 1 + cos(x− y), f ′′yy = − cos(x− y);

c) f ′′xx = 0, f ′′yy = 0, f ′′zz = 0, f ′′xy = z, f ′′xz = y, f ′′yz = x;

d) f ′′xx = 1
x2 , f

′′
yy = − 1

y2
0, f ′′zz = − 2

z2
, f ′′xy = 0, f ′′xz = 0, f ′′yz = 0.

Cvi£ení 4

a) T = [3, 4,−7] a ρ: 17x+ 11y + 5z − 60 = 0;

b) 3x4 − 4 + 4x − 4x + 1 = 0 ⇒ 3x4 = 3 ⇒ x = 1 anebo x = −1 ⇒ T1 = [1, 1, 1] a ρ1:
3x− 2y − 2z + 1 = 0 a také T2 = [−1, 1, 1] a ρ2: 3x+ 4y − 1 = 0;

c) T = [2, 1, 4] a ρ: 8x− 8y − z − 4 = 0.

Handout 7 Matematika 1
II. kapitola


