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Derivace funkci vice proménnych

Derivace je zédkladnim pojmem diferencidlniho poctu. Pti definici derivace pro funkce vice pro-
ménnych miizeme postupovat dvéma zpusoby. Prvni moznost je uvazovat hodnoty dané funkce
pouze na jisté pfimce. Ziskame tak v podstaté funkci jedné proménné. Abychom ziskali uplnéjsi
informaci o hodnotach funkce v okoli daného bodu musime definovat silnéjsi pojem — diferencial.
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Uvod

Ve védnich i technickych oborech se Casto setkdviame s veli¢inami, jejichz hodnoty zavisi na
vétsim poc¢tu proménnych. Objem vélce je zavisly na poloméru podstavy a vysSce, tlak plynu
na teploté a objemu, zisk ekonomického subjektu na nakladech a cené, napéti v elektrickém
obvodu na hodnotach odporii, kapacit a induk¢nosti jeho prvki, apod. Matematicky aparat pro
popis takovychto zavislosti v systémech s "koneéné mnoha stupni volnosti" poskytuje teorie
funkci vice proménnych.

Novy pojem

Funkce n promeénngch — funkce f : R" — R, ktera zobrazuje bod (z1,...,z,) € R" do
bodu y € R. Zna¢ime y = f(x1,...,x,). Definicni obor funkce n proménnych — mnozina
A C R"™ bodu, pro které ma defini¢ni predpis funkce smysl.

Novy pojem

Funkce dvou promeénngjch — funkce f : R? — R. Znacime z = f(x,y). Defini¢nim
oborem takové funkce je ¢ast roviny. Grafem je zpravidla plocha.

Piikladem funkce vice proménnych mohou byt napiiklad znamé matematické (¢i fyzikalni)
vzorce. Objem rotacniho vélce V' je funkci svého poloméru r a vysky v, coz zapiSeme jako

V =V(r,v) = mriv.
Analogicky objem komolého rota¢niho kuzele V' je funkei tii proménnych — poloméri r a
R jeho spodni a horni podstavy a vysky télesa v, coz zapiSeme jako

V=V(rRv)= 0"+ rR+ R).

7 definice funkce vice proménnych vyplyva, Ze tato funkce je jednoznacné urcena svym
definiénim oborem a ptedpisem, kterym je kazdému bodu = = (x1, 2, ..., z,) € D(f) piifazena
funkéni hodnota f(z). Pokud je predpis dan vzorcem a defini¢ni obor funkce neni zadan, pak
defini¢énim oborem rozumime mnozinu vSech x € R", pro néz ma tento vzorec smysl.
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Smeérové a parcialni derivace

Podobné jako derivace byla jednim ze zakladnich prostifedki pro vySetfovani funkci jedné realné
proménné, budou parcidlni derivace jednim ze zakladnich prostfedki pro vySetfovani funkci vice
proménnych.

Novy pojem

Parcidlni derivace funkce n promeénnijch podle x; — je derivace funkce jedné proménné
_ 20 8f 2 /
9(x) = f(z1,...,Ti-1, 2, Tit1, . . ., Tn). Znalime 3:- nebo také f; .

Interpretacéni pozndmka. Pti po¢itani parcidlnich derivaci f,. povazujeme za proménnou pouze
1

x;, na ostatni proménné se divame jako na konstanty. Pro vypocet parcidlnich derivaci plati

pravidla o derivovani souc¢tu, soucinu a podilu funkeci.

UZitecnd pozndmka. Uvédomme si, ze parcialni derivace %(l‘l, ..., xy,) funkce f podle z; v
K2
bodé z = (x1,...,x,) je &islo, které zavisi na volbé bodu z. Tedy parcialni derivace funkce

f(z1,...,x,) podle z; je téz funkci n proménnych.

Pro grafické vyjadieni pojmu parcialni derivace v bodé se omezime pouze na funkci dvou
proménnych a bod (xg, yo). V tomto piipadé "zafixovani"proménné y, resp. x znamené omezit se
pii vypoctu f (o, o), resp. f,(zo,yo) na rovinu y = yo, resp. x = xo. Ve shodé s geometrickym
vyznamem derivace funkce jedné proménné je pak derivace f.(xg,yo) rovna smérnici te¢ny v
bodé (o, yo) k pritsecnici funkee f(z,y) s rovinou y = yo. Analogické Gvahy platiipro f; (xo, yo).
Situace je znazornéna na nasledujicim obrazku.

f

¥=1n

Obrazek 1. Geometricky vyznam parcialnich derivaci f; a f, v bodé (zo, yo)-
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Tématicky piFiklad. Najdéte parcialni derivaci funkce z = x—iy Nejdiive spocitame %. Pii

pocitani povazujeme y za konstantu a derivujeme z jako funkci jedné proménné z.

dz  O0-(z+y) —1-y y

9r  (z+y)?  (xty)?

Podobné pii pocitani g—; povazujeme x za konstantu a derivujeme z jako funkci jedné proménné

Y.
0z 1-(z+y)—y-1 x

dy  (aty?  (m+y?

Cviceni 1

Najdéte parcidlni derivace funkce z podle jednotlivych proménnych

(a) z=a*+y*>—3zy+4x+5y—7 (b) 2z =2*cos(z + 3y)
— 2 2 - zHy
(c) z =In(x + /22 + y?) (d) z = arctan £
Parcialni derivace muzeme téz zavést piimo pomoci limity. Vime, ze pro funkci y = g(z)
jedné proménné je
g(zo + h) — g(o)

! =i .
g (o) y h
Tedy
f o oy _ o f@8 a2t R af) — f(ah, .. an)
) =1 it tn odn) o
axi(ajh 7xn) hl_% h ) b ) y 1
Novy pojem
Derivaci funkce f(z1,...,2,) v bodé a = (a4, ...,a,) ve sméru vektoru § = (s1,...,5s,)

rozumime derivaci funkce jedné proménné
y(t) = f(ay + hsy,...,a, + hsy)
v bodé h = 0 a zapisujeme ji f.(a). To znamena, ze

flag + hsy,...,an + hsy) — flay, ..., an)

"(a) = li
fila) = lim .
Volime-li vektor § = (0,...,1,...,0) tvofeny nulami s vyjimkou i-té pozice (kde je 1),
derivace funkce y = f(z1,...,x,) v bodé a = (ay,...,a,) ve sméru 5 = (0,...,1,...,0) je
rovna parcidlni derivaci f; (as,...,a,).

Abychom uvedli i souvislost parcidlnich derivaci s derivaci ve sméru, je vhodné zavést pojem
gradientu funkce f(xy,...,x,).
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Novy pojem

Gradient funkce f v bodé A — vektor parcidlnich derivaci podle jednotlivych proménnych,
tj. grad f(A) = (fL (A),..., fl (A)). Zna¢ime také Vf(A). Je to smér, ve kterém funkce

1 7 J Iy

nejrychleji roste.

Tématicky ptiklad. Najdéte gradient funkce f = 23 + ¢y — 3zy, v bodé A = [2,1].

0

O 02 - 3yla =9,
ox |,

%)
o) _ 3y* — 3x|a = —3.
0y | 4

Z toho gradient funkce v bodé A je vektor grad f(A) = (9, —3).

Cviceni 2
Najdéte gradient funkce f v bodé A

(a) f(z,y,2) = ze”™, A=[1,-1,2]
(b) f(z,y,2) = i A=[1,2,2]
(¢) f(z,y,2) =zyz, A=11,2,3]

Novy pojem

) . . v . 1 _ / / .. ,
Parcidlni derivace druhého fdadu — f;, (v1,...,2n) = (f7,(%1,. .., 20)),- Je to parcidlni
. , S - . _Of?
derivace funkce f; (z1,...,2,), podle proménné x;. Znacime také Po.07;

UZitecnd pozndmka. Mzeme pocitat i parcidlni derivace vyssich fada. Parcialni derivace n -
tého Tadu je parcidlni derivace funkce, ktera sama vznikla jako (n — 1)-ni derivace. Pfi po-
¢itani parcidlnich derivaci vyssich fadu nezalezi na poradi, v jakém pocitame derivace podle
jednotlivych proménnych, jsou-li tyto derivace spojité.

Tématicky pfiklad. Najdéte vSechny parcialni derivace druhého fadu funkce f(x,y) = ze¥
podle jednotlivych proménnych.
Nejdiive spoc¢itame parcialni derivace prvniho fadu dané funkce:

of _w 91
Ox T Oy

= zeY.

Potom
an B a_f2 y an B 8f2 _

@_07 Oy? e 8x8y_8y8x_6

Y

Cviceni 3

Najdéte vSechny parcialni derivace druhého fadu funkce f podle jenotlivych proménnych
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(a) f
(b) f
(c) f
(d) f

Diferencial funkce

Diferencial funkce jedné proménné v bodé xy souvisi s nahrazenim funkce te¢nou v bodé xg
a jeho existence je rovnocennd existenci derivace v tomto bodé. Situace v ptipadé funkei vice
proménnych je komplikovanéjsi, i kdyz z formélniho hlediska je vyznam diferencidlu totozny.

Novy pojem

Rekneme, ze funkce f(zq,...,2,) definovana v ngjakém okoli bodu a = [ay, ..., a,] je v
tomto bodé diferencovatelnd, jestlize existuji konstanty D+, ..., D, € R takové, ze plati

i f(a1 -+ hl, e, Qp + hn> — f(al, RN ,(Zn) — (Dlhl 4+ 4+ Dnhn)
[h1,eeeshn]—[0,...,0] A /h% db oo h%

Linearni vyraz D1hy + --- + D,h, proménnych h; + - -- + h,, se nazyva diferencidl nebo
téz totdlni diferencidl funkce f v bodé [ay, ..., a,| a znadi se df(ai, ..., a,).

Dilezité tvrzeni

Je-li funkce f(z1,...,x,) diferencovatelna v bodé a = [ay, . .., a,], resp. v jeho okoli, pak
je v tomto bodé, resp. v jeho okoli spojita. Navic v tomto bodé existuji vSechny parcialni
derivace prvniho fadu a spliuji rovnosti

(88;1( ) "'7§i(a)> = (Dy,...,Dy).

=0

Vyrazy ( )h; pro i = 1,...,n parcidlni diferencidly. P¥irustky h; lze znacit jako dx;.

7

J

P1i geometrické interpretaci se opét omezime pouze na funkci dvou proménnych. V tomto
piipadé diferencial funkce z = f(x,y) v bodé [xg, yo] obvykle zapisujeme ve zkracené podobé

of

dy — 2
: ox

6 / /
(20, yo)h1 + 8—:];(%, Yo)ha = fr(w0,y0)dx + f, (w0, yo)dy.

Vyjadiime-li ptirtstky dr = x — xo, dy = y — yo, dz = z — zp a dosadime do vySe uvedené
rovnice, vznikne nam pro proménné x, y, z linearni rovnice

z—20 = [,(x0,0)(x — x0) + £, (0, %0) (¥ — Y0),

ktera je vzorcem tecné roviny k funkci z = f(x,y) v bodé [xo, yo, 20], kde zo = f(x0, yo)-
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Tématicky pf¥iklad. NapiSte rovnici teéné roviny k plose z = % —y*vbode T = [2,-1, 7|
Nejdiive spocitame t¥eti soufadnici bodu T. Bod lezi na plose, a proto zp = f(2,—1) = 1.

Dale 5 5 9 5
z z z z

== Z(T)=2 = = 9y, —

ax ”fU? ax< ) ? ay y7 ay(

Rovnice teéné roviny p k ploge z = %2 —y? v bode T =[2,-1,1]:

T) =2.

p:2rx—2)+2y+1)—(2—1)=0.
Po tpravé dostaneme rovnici te¢né roviny p: 2z 4+ 2y — 2 — 1 = 0.

Tématicky piiklad. Napiste rovnici teéné roviny k plose a® + y3 + 2% + 2yz — 6 = 0 v bodé
T = [1,2,-1].

Plocha je dana implicitné. Bod T lezi na dané plose, protoze soutfadnice tohoto bodu spliuji
rovnici plochy: 1+8 —1—2—6 = 0. Spoc¢itame parcialni derivace funkce F(x,y,z) = 2° + 1> +
2+ xyz — 6:

F'z =32 +yz, Fly = 3y° +az, F'z =32+ ay; F,(T) =1, F,(T) =11, F.(T) = 5.

Potom
p:l(x—1)+11(y —2) +5(z+1) =0.

Po tpravé dostaneme rovnici te¢né roviny p: x + 11y + 5z — 18 = 0.

Cviceni 4

Napiste rovnici te¢né roviny k nasledujicim plocham v bodé T' = [z, yo, 20]:

(a) z =2 +y? —zy, T =347
(b) 3x* — 4y32 + dayz® — 4232 + 1 =0, T=1[7,1,1]
(c) 2 = 2% — 49, T=1[21,7

Odpovédi na cviceni
Cviceni 1
a) z, =2r — 3y +4, 2, = 2y — 3v + 5;

b) 2, = 2z cos(x + 3y) — x*sin(x + 3y), z, = —32”sin(z + 3y);

¢) 2= —rAe = ——
z [a24y2” Y 224y2 4z /x24y2’

/

Cviceni 2
2) VA(A) = (L2, 1) b) VAA) = £(7,~4,—4);  <)Vf(4) = (6,3,2).

d) z, =
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Cviceni 3

8) fox = (xQ—y;)% = i = <ﬁf§>35

b) fi. = —cos(zx —y), fr, =1+ cos(x —y), f,, = —cos(x —y);

) fro =0, fiy =0, [ =0, fi, =2 fi. =y, [, = =

) fly = fpy= =30 o= =5 fl, =0, fil. =0, . =0.

Cviceni 4

a) T =1[3,4,—T] a p: 17z + 11y + 5z — 60 = 0;

b) 32 —4+4r—42+1=0=3'=3=a2=1anchor = -1 =T, =[1,1,1] a pi:

3r—2y—224+1=0

a také To = [—1,1,1] a po: 3z + 4y — 1 = 0;

c) T=1[2,1,4ap 8 —8y—z—4=0.
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