
Funkce více prom¥nných

Funkce více prom¥nných je roz²í°ením pojmu funkce jedné prom¥nné. P°ipome¬me si, co je
to funkce. Je to zobrazení, které bodu x p°i°azuje jeho funk£ní hodnotu y = f(x). Funkce
více prom¥nných f(x1, x2, . . . , xn), tedy p°i°azuje uspo°ádané n− tici x1, x2, . . . , xn z Rn jejich
hodnotu y = f(x1, x2, . . . , xn) v mnoºin¥ reálných £ísel R.

Tematický p°íklad. Vzorec pro výpo£et objemu kvádru V = a · b · c je vlastn¥ funkce t°í
prom¥nných x1 = a, x2 = b, x3 = c s funk£ními hodnotami V = f(a, b, c).

De�ni£ní obor a obor hodnot

Mnoºina, ze které zobrazujeme, se nazývá de�ni£ní obor D(f). Pokud není speci�kovaná, jsou
to v²echny prvky, které m·ºeme do funkce dosadit a funkce bude mít smysl. Obor hodnot H(f)
jsou v²echny hodnoty, které funkce m·ºe nabývat.

Tematický p°íklad. Co je de�ni£ním oborem a oborem hodnot následujících funkcí?

• f(x, y) = x2 + y2

De�ni£ním oborem je celý prostor R2. Oborem hodnot jsou nezáporná reálna £ísla, nebo´
sou£et druhých mocnin bude vºdy nezáporný.

• f(x, y) =
√
x · y

Víme, ºe pod odmocninou nesmí být záporné £íslo. To je moºné v p°ípade, kdy x i y
jsou kladná, nebo naopak jsou ob¥ záporná. Taky je p°ípustné, aby pod odmocninou byla
0, proto p°ichází v úvahu i moºnost, ºe alespo¬ jedna z prom¥nných je 0 (nebo i ob¥).
De�ni£ním oborem je proto první a t°etí kvadrant.

Hodnoty funkce mohou být pouze kladná £ísla nebo 0, £ili H(f) = [0,∞).
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• f(x, y, z) = ln(1− x2 − y2 − z2)

Platí, ºe argument logaritmické funkce musí být kladný, coº bude spln¥no práv¥ tehdy,
kdyº 1 > x2 + y2 + z2. Tedy de�ni£ním oborem je jednotková koule se st°edem v po£átku
soustavy sou°adnic.

Obor hodnot je H(f) = (−∞, 0〉.

D·leºité tvrzení

Funkce n-prom¥nných je zobrazení f : D(f) → R zobrazující mnoºinu D(f) v prostoru
Rn do mnoºiny reálných £ísel R. Mnoºinu D(f) nazýváme de�ni£ním oborem. V²echny
hodnoty, které funkce nabývá, tvo°í obor hodnot H(f) (nemusí se jednat o celou mno-
ºinu R).

Graf funkce více prom¥nných

V téhle £ásti se zam¥°íme pouze na graf funkcí dvou prom¥nných, protoºe ve vy²²ích dimenzích
si lze graf jen t¥ºko p°edstavit. Grafem funkce dvou prom¥nných je podmnoºina v R3, nej£as-
t¥ji plocha. Graf je vlastn¥ vyobrazením v²ech bod· (x, y) z de�ni£ního oboru funkce pomocí
p°edpisu z = f(x, y).

Bod· de�ni£ního oboru m·ºe být nekone£n¥ mnoho a tedy sestrojit v²echny jejich funk£ní
hodnoty není moºné. Proto k na£rtnutí grafu vyuºíváme vrstevnice. Ty nám napoví, jak bude
graf vypadat.

Pojem vrstevnice jist¥ znáte z geogra�e - jako k°ivky spojující body se stejnou nadmo°skou
vý²kou. V matematice mají podobný význam, spojují body se stejnými funk£ními hodnotami.
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D·leºité tvrzení

Vrstevnice funkce f o vý²ce k je mnoºina bod· (x, y) ve kterých má funkce z = f(x, y)
konstantní hodnotu, t.j. z = k.

Tematický p°íklad. Sestrojme grafy následných funkcí:

• f(x, y) = x2 + y2

K sestrojení grafu pot°ebujeme nejd°íve v¥d¥t, jak budou vypadat vrstevnice funkce.
Vrstevnicemi budou k°ivky odpovídající rovnici x2 + y2 = k. Jedná se tedy o kruºnice s
polom¥rem

√
k.

Na obrázku vlevo vidíme vrstevnice znázorn¥né p°ímo na grafu funkce f = −x2 − y2, na
obrázku vpravo je jejich pr·m¥t do roviny xy.

• f(x, y) =
√
x · y Jak jiº bylo vzpomenuto, funkce je de�nována pouze v prvním a t°etím

kvadrantu. Proto taky graf a vrstevnice budou existovat jenom v t¥chto £ástech. Vrstev-
nice budou k°ivky odpovídající rovnici

√
xy = k, neboli xy = k2. Budou to hyperboly

leºící v prvním a t°etím kvadrantu. Na obrázku níºe jsou vlevo vyobrazené na grafu funkce
a vpravo je jejich pr·m¥t do roviny xy.
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