
Limita funkce více prom¥nných

S pojmem limita jste se uº setkali v £ásti o funkci jedné prom¥nné. V tomhle letáku si objasníme,
co limita znamená pro funkci více prom¥nných. Jak uº víme, limita nám °íká jak se funkce chová
v okolí ur£itého bodu. �ekneme, ºe funkce f má v bod¥ a limitu b ∈ R, jestli ºe se její funk£ní
hodnota blíºí k £íslu b pokaºdé kdyº se blíºíme k bodu a. (P°i£emº bod a nemusí být ani bodem
de�ni£ního oboru funkce, nemusí existovat hodnota f(a)) Zapisujeme to následovn¥

lim
x→a

f(x) = b.

Limita funkce v daném bod¥ nemusí existovat. Ov²em, kdyº existuje, je nanejvý² jedna.
Limity po£ítáme v tzv. hromadných bodech, a to z toho d·vodu, abychom se mohli k danému
bodu blíºit. Bod a nazveme hromadným bodem mnoºiny M , jestliºe kaºdé jeho okolí obsahuje
n¥jaký bod mnoºiny M (jiný jako bod a). Hromadný bod mnoºiny nemusí v mnoºin¥ M leºet.
P°edstavme si nap°íklad mnoºinu M jako kruh se st°edem v bod¥ a, bez bodu a. Navzdory
tomu je a hromadným bodem M , nebo´ v kaºdém jeho okolí leºí n¥jaký bod z kruhu.

Výpo£et limity

Existuje n¥kolik zp·sob· jak vypo£ítat limitu funkce. Nejjednodu²²í je dosazením, limita je pak
funk£ní hodnota v daném bod¥.

Tematický p°íklad.

lim
(x,y)→(2,1)

x2 + 8

y − 3
=

12

−2
= −6

Jestli výpo£et takhle jednodu²e nem·ºeme provést, je zapot°ebí funkci n¥jakým zp·sobem
upravit.

Tematický p°íklad.

lim
(x,y)→(0,0)

x3 − y3

x− y
= lim

(x,y)→(0,0)

(x− y)(x2 + xy + y2)

x− y
= lim

(x,y)→(0,0)
(x2 + xy + y2) = 0

Tematický p°íklad. Spo£t¥te limitu

lim
(x,y)→(0,0)

3(x2 + y2)√
x2 + y2 + 4− 2

Provedeme algebraickou úpravu funkce. Výraz roz²í°íme vhodným zlomkem.

lim
(x,y)→(0,0)

3(x2 + y2)(
√

x2 + y2 + 4 + 2)

(
√

x2 + y2 + 4− 2)(
√

x2 + y2 + 4 + 2)
= lim

(x,y)→(0,0)

3(x2 + y2)(
√

x2 + y2 + 4 + 2)

x2 + y2 + 4− 4
=

lim
(x,y)→(0,0)

3(
√

x2 + y2 + 4 + 2) = 3(2 + 2) = 12
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Dal²í moºnosti je d·kaz neexistence limity. Neexistenci dokáºeme tak, ºe r·znými zp·soby
najdeme r·zné hodnoty limity. A jak uº víme, pokud má limita existovat, pak v daném bod¥
m·ºe být jenom jedna. P°ipome¬me si jak to bylo u funkce jedné prom¥nné. K danému bodu
jsme se mohli blíºit jenom ze dvou sm¥r· a to zleva nebo zprava. Existovala-li limita v daném
bod¥, pak se jednostranné limity museli rovnat. Jestli byly rozdílné, limita v bod¥ neexistovala.
Jenomºe te¤ máme více moºností jak se blíºit k danému bodu, nejenom zleva nebo zprava, ale
také po r·zných p°ímkách nebo k°ivkách.

Tematický p°íklad.

lim
(x,y)→(0,0)

2xy

x2 + y2

K bodu (0, 0) se budeme blíºit po p°ímkách y = kx, kde k je libovolné reálne £íslo.

lim
(x,y)→(0,0)

2xy

x2 + y2
= lim

x→0

2kx2

x2 + k2x2
= lim

x→0

2kx2

x2(1 + k2)
=

2k

1 + k2

Jestli je k libovolné £íslo, pak výsledkem m·ºe být nekone£n¥ mnoho hodnot, podle zvoleného
parametru. Proto není moºné, aby limita existovala.

Limita a spojitost funkce

�ekneme, ºe funkce f(x, y) je spojitá v bod¥ (x0, y0),jestli

lim
(x,y)→(x0,y0)

f(x, y) = f(x0, y0).

Funkce je spojitá, kdyº je spojitá v kaºdém bod¥ svého de�ni£ního oboru.

Tematický p°íklad. Zjist¥te, zda-li je funkce spojitá. f(x, y) =
{

x2

x2+y2
(x, y) 6= (0, 0)

0 (x, y) = (0, 0)
Je pot°eba prov¥°it spojitost v bod¥ (0, 0). K výpo£tu limity zvolme postup blíºení se po
p°ímkách y = kx:

lim
(x,y)→(0,0)

x2

x2 + y2
= lim

x→0

x2

x2 + k2x2
= lim

x→0

x2

x2(1 + k2)
=

1

1 + k2

Výsledek závisí na parametru, proto limita neexistuje a funkce není spojitá.
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