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Integrace pomoci substituce B

Existuji ptripady, kdy je mozné vypocitat zdanlivé tézké integraly pokud nejprve provedeme
substituci. To mé za nasledek zménu proménné a integrandu a v piipadé urcitych integrala
se zméni i jejich meze. V tomto letaku se setkdme s nékolika piiklady integrali, u kterych je
vhodné pouzit substituci.

Za ucelem zvladnuti zde vysvétlené metody je dilezité projit mnoha praktickymi cvicenimi,
aby se tato metoda stala nasi druhou pfirozenosti.
Po pfrecteni tohoto textu, a shlédnuti pfislusného videa souvisejiciho s timto tématem,

bychom méli byt schopni:

e provadét integraci pomoci substituce

e nalézt vhodnou substituci za Gcelem vypocteni integralu
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I Uvod

Dovednost zvladnou integraci pomoci substituce je schopnost, ktera se vyviji souc¢asné s praxi a
zkuSenosti. Z tohoto diivodu bychom méli projit vSsemi praktickymi cvicenimi. Uvédomme si, ze
nékdy zdanlivé rozumnéa substituce nevede k integralu, ktery jsme schopni vypocitat. Musime
proto byt pripraveni vyzkouSet alternativni substituce.

II Integrace pomoci substituce u =ax + b
Predstavme techniku na jednoduchych piikladech, pro které je vhodna linearni substituce.

Priklad. Predpokladejme, Ze chceme vypocitat integral

/ (z+4) do (1)

Jiz jsme obeznameni s podobnym integralem [w°du a vime, Ze se tento integral rovna
%6 + ¢, kde c¢ je integra¢ni konstanta. To protoze vime, Ze pravidlo pro integrovani mocnin
proménnych ndm #ika, abychom zvysili exponent o 1 a poté tuto proménnou vydélili nové
vzniklym exponentem.

Integral dany rovnici (1) je také na patou, ale integrand je vice komplikovany kvili pFitom-
nosti vyrazu x + 4. Pro vyfeSeni tohoto problému pouzijeme substituci u = x + 4. Délame to
proto, abychom zménili integrand na mnohem jednodussi u°. Nicméné se musime postarat o
to, abychom vhodné nahradili i vyraz dz.

du
du = (@) dz

Nyni, protoze v naSem piipadé je u = = + 4, okamzité dostavame, Ze % =1 a tedy du = dz.
Takze substituci za x + 4 a dz v rovnici (1) obdrzime

/(m +4)°de = /u5du

’ 4 . 7 O v ’ v Y v 7 z z z I 6 O v Ve .
Vysledny integral muze byt okamzité vypocitan a dava vysledek ¢ + c. Muzeme se vratit k
vyrazu obsahujici piivodni proménnou x uvédoménim si, ze u = = + 4, pak dostaneme

46

/(x+4)5dx: 5

Timto jsme dokon¢ili integraci pomoci substituce.

V fedi diferencidli mame

Piiklad. Predpokladejme, Ze si pfejeme nalézt integral

/COS(SZL‘ +4)dx (2)

Vsimnéme si, ze pokud nahradime za v = 3z +4, potom bude integrand obsahovat mnohem
jednodussi podobu cosu, coz jsme schopni zintegrovat.
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Stejné jako predtim

a tedy
su=3r+4 a du =3
dz
nasleduje
du = (%> dr =3dz
dx
TakZe substituci u za 3z 4+ 4 a s dz = 3du v rovnici (2) mame
1
/008(396 +4)dz = /§ - cos(u) du
S sin(u) +
= —-sin(u) +c
3

Mizeme se vratit k vyrazu obsahujici pivodni proménnou x zpétnym dosazenim za u = 3z + 4,
tj.
1
/cos(3x +4)dz = 3 sin(3z +4) + ¢

Timto jsme dokon¢ili integraci pomoci substituce.

Je velice jednoduché zobecnit vysledek predeslého prikladu. Chceme-li nalézt integral funkce
cos(az + b) podle z, pak substituce u = az + b vede k * [ cos(u) du, coZ je rovno * -sin(u) + ¢
a po navratu k substituci ésin(ax + b) 4+ ¢. Podobny argument, ktery bychom méli vyzkouset,
ukazuje, Ze [ sin(ax + b)dz = —1 - cos(ax + b) + c.

Pozndmka.
1 1
/sin(ax +b)dx = o cos(ax +b) + ¢ /cos(a:c +b)dx = — - sin(ax + b) + ¢
a

Priklad. Predpokladejme, 7e chceme nalézt

1
/ dzx.
1 -2z

Provedeme substituci u = 1 — 2z za celem zjednoduSeni integrandu na % Ptipomenme si,
ze integral funkce 1, vzhledem k w, je piirozeny logaritmus u, tj. In |u[. Stejné jako d¥ive

du
du={—|d
u(dx)x

a tedy
du
=1-2 — =2

S u T a .

Potom 4
du = (_u) dr = -2dx
dx
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Integral se zméni na

—
SRS

1 1 1
1
= —i-ln\ul +c

L1 =20 +
= ——-In|l—2z|+c¢
2

Vysledek predeslého prikladu lze zobecnit: chceme-li nalézt [ #erd:v, pak pouziti substituce
u=azx+bvedek L [1ducozjerovno L -Inlaz+b|+c.

To znamend, ze pokud ¢elime napfiklad integralu [ ﬁ dx, mizeme okamzité napsat od-
povéd ve tvaru g - In|3z + 7| + c.

Pozndmka.

1 1
/ de =—-Injax +b| + ¢
ar +b a

Trochu vice musime déavat pozor, kdyz pracujeme s mezemi urcitych integrali. Uvazujme
nasledujici piiklad.

Piiklad. Predpokladejme, Ze hleddme
3
/ 9+ z)*dw
1
Provedeme substituci u = 9 + x a stejné jako diive
du
du={-—])d
u ( dx) .

a tedy

Pak nasleduje

Integral se zméni na

r=3
/ u? du
r=1

zdliraznéme, Ze jsme meze integralu zapsali jako hodnoty proménné x a nikoli u. Tyto meze
miizeme zapsat jako hodnoty w pouzitim substituce u = 9 + x. Piesné, prox =1 je u = 10 a
pro x = 3 je u = 12. Tedy
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u=12 1
wdu = {— }
L. ;
- L (12° —10°)
3
s
-3

Vsimnéme si, zZe v tomto piipadé neni nutné prevadét vysledek z u nazpét do puvodni proménné
x. Je to proto, Ze jsme prevedli meze integralu z ptivodni proménné x do nové proménné wu.
Cviceni 1.

1. V kazdém ptipadé pouzijte substituci k nalezeni integralu:

(a) [(z—2)*dz (b) fol(x +5)*dz (¢) [(2z —1)"dz (d) fjl(l — x)3dw.
2. V kazdém pripadé pouzijte substituci k nalezeni integrélu'

a) [sin(7z —3)dz (b) [e¥*2dx ( fo cos(l — x)dz

7:E+5

Piiklad. Predpokladejme, Ze chceme nalézt integral
/Qx\/1+x2dx (3)

V tomto pifkladé provedeme substituci u = 1422 za G¢elem zjednodugeni argumentu druhé od-
mocniny. Mizeme vidét, zZe o zbytek integrandu 2z dx se automaticky postara proces substituce,
protoze vyraz 2z je derivaci nasi substituce, tj. funkce v = 1 + z2.

du
du = d
u (dx) .

Stejné jako diive

a tedy
d
u=1+ 2 a S »
dx
Potom q
du = ( “) dz = 2z da
dx

TakZe substituci u za 1+ 2? a 2z dx = du v rovnici (3) obdrzime

/medx = /\/ﬂdu
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MiZeme se vratit k vyjadfeni obsahujici pivodni proménnou z zpétnym dosazenim v = 1+ 22,

coz nam dava 5
/Qx\/1+x2dx:§-(1+x2)g+c

Timto jsme dokon¢ili integraci pomoci substituce.

Pojdme zanalyzovat tento piiklad trochu vice srovnanim integrandu s obecnym piipadem
fg(x)) - ¢'(z).

Predpokladejme, 7e zapiseme
gl@)=1+2" a  flu)=Vu
Potom ozna¢me slozenim® funkci f a g funkci f(g(x)) = V1 + 2.
Dale pokud ozna¢ime g(z) = 1+ 2% pak ¢/(z) = 2z. Tedy integral

/2x VI +a2de je ve tvaru /f(g(x)) g (z)dx

Aby bylo mozné provést integraci, pouZijeme substituci u = 1 + 2. V tomto obecném piipadé
by bylo vhodné se pokusit polozit u = g(z). Potom du = (§%) dz = ¢/(z)dz.

Po provedeni substituce se vysledny integral stava integralem [ v/udu a v obecném piipadé
[ f(u) du. Za predpokladu, ze lze nalézt tento konecny integral, je problém vyfesen.

Pro srovnani jsou zde vedle sebe prezentovany konkrétni a obecny piipad:
[22V/T+a2da J f9(2)) - g'(x)dx
necht v = 1 + 22 necht u = g(x)
du = () dz =2z dz du = () dz = ¢'(z)dz
[22V1+22dx = [audu [ fg(z)) - ¢ (x)dz = [ f(u)du

2 3
:§-u2—|—c

=2. (144?32 +c
Pozndmka. Pro vypocet

/ f(9(@)) - (2)dz

je vhodna substituce u = g(z) a du = ¢'(z)dz, to nam dava

/ F(u)du

Integrace je pak provedena s ohledem k proménné u, az poté se navratime k ptivodni proménné
x.

Ipti skladani funkei f a g se postupuje tak, Ze vystup vnitini funkce ¢ slouzi soucasné jako vstup pro vnéjsi
funkci f, coz vede k vysledku f(g(z))
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Je tfeba zdiraznit, Ze integrace pomoci substituce je néco jako umeéni a vase dovednost se
zlepsi s praxi. Kromé toho, substituce, kterd na prvni pohled vypadd rozumné, nemusi vést
nikam. Pokud napiiklad zkusime nalézt [+/1+ 2z2dx, a jako substituci pouzijeme u = 1 + 2,
ocitli bychom se ve slepé uli¢ce. Budme tedy pfipraveni vytrvat a zkouset odlisné pfistupy.

Priiklad. Predpokladejme, Ze si pfejeme vypocitat
/ 4z
—dz
V22?2 +1
Piepsanim integrandu na \/ﬁ -4z si viimneme, ze nabyva podoby [ f(g(z)) - ¢'(x)dz, kde
flu) = \/La, g(z) =22* + 1 a ¢'(z) = 4z. Substituce u = g(r) = 22? + 1 zméni integral na

/f du—/—du
/—du = /u—%du

= 2ur+4c

Ten vypocteme a ziskdme

Nakonec pouzitim v = 222 4+ 1 se vratime k pivodni proménné x

=2(22° +1)% +¢

/ 4x da

V22 +1
2v2z2 +14¢

sin f) dz.

nebo po dpravé

Piiklad. Predpokladejme, ze chceme nalézt f
Uvazujme substituci u = y/z. Potom

du
du = (dx) dx

tedy

z ¢ehoz plyne

2/sin(u) du = —2cos(u)+c
= —2cos(vx)+c¢

Handout 7 Matematika 1
VII. kapitola



Y
norway Math & Stats

gra nts Integral Support Centre

Miuizeme také provést nasledujici pozorovani:
integrand milzeme zapsat ve tvaru sin/z - \/LE

Zapsanim f(u) = sin(u) a g(z) = /2 potom plati ¢'(z) = 7=

Dale f(g(x)) = sin(v/z).

Proto zapiseme dany integral jako

[N}

8

[N
[\
S —
8

1
2\/x

2 / fg(@) - ¢ (@) da

s funkcemi f a g zadanymi vySe. Stejné jako d¥ive, substituce u = g(x) = /= vytvori integral

) / Flu)du =2 / sin(u) du,

2/sin(u) du = —2cos(u)+c
= —2cos(vz)+c

2 [ sin(ya)

ktery odpovida tvaru

ze kterého

Cviceni 2.
1. V kazdém piipadé muze byt integrand zapsan jako f(g(z)) - ¢’(z). Urcete funkce f a g a
pouiijte obecny Vy’sledek ze strany 6 k vypoctu integrélu

a) [ 2z e Sdg b) [ —2zsin(l — 2?)dx 1iossmgzw

2. V kazdem pripadé Vyp0c1tejte integral pomoci zadane substltuce
(a) [ —2ze % dx, u=—x2
(b) fxsin (22?)dz, u = 222
(c) fo 3zt + 1dz, u=a*+1.

3. V kazdém pripadé pouzijte vhodnou substituci k vypoctu integralu.

(a) [bzv1—z2dx (b) [ f(lJrf) (¢) [z*(1+2°)3de

cos(x 1 x3
(d) f\/mdx (e) f(5+sn§(az) 0 Jy Zrmdr

(g) [52*2V/1—23dx (h) [e=@sin(z)de (1) [e® cos(z)da.

Odpovédi ke cvicenim

Cviceni 1.

L (a) @2 4ec (b)) %2=930!
T 1\8
() & ic (d) 4

2. (a) — = e b)) LT 4 (0)1,382  (d) :-In|Tz 45+
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Cviceni 2.
Lo (a) flu)=e" glz)=a” =5 ¢+
(b)  f(u) =sin(u), g(xr) =1 — 2%, —cos(l —2?) + ¢
(¢) f(uw) =1, g(z) =1+sin(z), In|l +sin(z)| + c.
COoSs 5[72

(a) e +c (b) os@r) 4 ¢ (¢) 2610 .
(a) —2(1—a2?)2+4+c (b) —ﬁ—kc (€) x(l+a%)+c
(d) (@' +16)2+c () —gmbmte (B 00707
(&) L1 —-a¥r+ec (h) —e@ e (i) @ e
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