
Integrace pomocí substituce

Existují p°ípady, kdy je moºné vypo£ítat zdánliv¥ t¥ºké integrály pokud nejprve provedeme
substituci. To má za následek zm¥nu prom¥nné a integrandu a v p°ípad¥ ur£itých integrál·
se zm¥ní i jejich meze. V tomto letáku se setkáme s n¥kolika p°íklady integrál·, u kterých je
vhodné pouºít substituci.

Za ú£elem zvládnutí zde vysv¥tlené metody je d·leºité projít mnoha praktickými cvi£eními,
aby se tato metoda stala na²í druhou p°irozeností.

Po p°e£tení tohoto textu, a shlédnutí p°íslu²ného videa souvisejícího s tímto tématem,
bychom m¥li být schopni:

• provád¥t integraci pomocí substituce

• nalézt vhodnou substituci za ú£elem vypo£tení integrálu
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I Úvod

Dovednost zvládnou integraci pomocí substituce je schopnost, která se vyvíjí sou£asn¥ s praxí a
zku²eností. Z tohoto d·vodu bychom m¥li projít v²emi praktickými cvi£eními. Uv¥domme si, ºe
n¥kdy zdánliv¥ rozumná substituce nevede k integrálu, který jsme schopni vypo£ítat. Musíme
proto být p°ipraveni vyzkou²et alternativní substituce.

II Integrace pomocí substituce u = ax + b

P°edstavme techniku na jednoduchých p°íkladech, pro které je vhodná lineární substituce.

P°íklad. P°edpokládejme, ºe chceme vypo£ítat integrál∫
(x+ 4)5 dx (1)

Jiº jsme obeznámeni s podobným integrálem
∫
u5 du a víme, ºe se tento integrál rovná

u6

6
+ c, kde c je integra£ní konstanta. To protoºe víme, ºe pravidlo pro integrování mocnin

prom¥nných nám °íká, abychom zvý²ili exponent o 1 a poté tuto prom¥nnou vyd¥lili nov¥
vzniklým exponentem.

Integrál daný rovnicí (1) je také na pátou, ale integrand je více komplikovaný kv·li p°ítom-
nosti výrazu x+ 4. Pro vy°e²ení tohoto problému pouºijeme substituci u = x+ 4. D¥láme to
proto, abychom zm¥nili integrand na mnohem jednodu²²í u5. Nicmén¥ se musíme postarat o
to, abychom vhodn¥ nahradili i výraz dx.

V °e£i diferenciál· máme

du =

(
du

dx

)
dx

Nyní, protoºe v na²em p°ípad¥ je u = x + 4, okamºit¥ dostáváme, ºe du
dx

= 1 a tedy du = dx.
Takºe substitucí za x+ 4 a dx v rovnici (1) obdrºíme∫

(x+ 4)5 dx =

∫
u5du

Výsledný integrál m·ºe být okamºit¥ vypo£ítán a dává výsledek u6

6
+ c. M·ºeme se vrátit k

výrazu obsahující p·vodní prom¥nnou x uv¥dom¥ním si, ºe u = x+ 4, pak dostaneme∫
(x+ 4)5 dx =

(x+ 4)6

6
+ c

Tímto jsme dokon£ili integraci pomocí substituce.

P°íklad. P°edpokládejme, ºe si p°ejeme nalézt integrál∫
cos(3x+ 4) dx (2)

V²imn¥me si, ºe pokud nahradíme za u = 3x+4, potom bude integrand obsahovat mnohem
jednodu²²í podobu cosu, coº jsme schopni zintegrovat.
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Stejn¥ jako p°edtím

du =

(
du

dx

)
dx

a tedy

s u = 3x+ 4 a
du

dx
= 3

následuje

du =

(
du

dx

)
dx = 3dx

Takºe substitucí u za 3x+ 4 a s dx = 1
3
du v rovnici (2) máme∫

cos(3x+ 4) dx =

∫
1

3
· cos(u) du

=
1

3
· sin(u) + c

M·ºeme se vrátit k výrazu obsahující p·vodní prom¥nnou x zp¥tným dosazením za u = 3x+4,
tj. ∫

cos(3x+ 4) dx =
1

3
· sin(3x+ 4) + c

Tímto jsme dokon£ili integraci pomocí substituce.

Je velice jednoduché zobecnit výsledek p°ede²lého p°íkladu. Chceme-li nalézt integrál funkce
cos(ax+ b) podle x, pak substituce u = ax+ b vede k 1

a

∫
cos(u) du, coº je rovno 1

a
· sin(u) + c

a po návratu k substituci 1
a
sin(ax+ b) + c. Podobný argument, který bychom m¥li vyzkou²et,

ukazuje, ºe
∫
sin(ax+ b)dx = − 1

a
· cos(ax+ b) + c.

Poznámka.∫
sin(ax+ b)dx = −1

a
· cos(ax+ b) + c

∫
cos(ax+ b)dx =

1

a
· sin(ax+ b) + c

P°íklad. P°edpokládejme, ºe chceme nalézt∫
1

1− 2x
dx.

Provedeme substituci u = 1− 2x za ú£elem zjednodu²ení integrandu na 1
u
. P°ipome¬me si,

ºe integrál funkce 1
u
, vzhledem k u, je p°irozený logaritmus u, tj. ln |u|. Stejn¥ jako d°íve

du =

(
du

dx

)
dx

a tedy

s u = 1− 2x a
du

dx
= −2

Potom

du =

(
du

dx

)
dx = −2 dx
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Integrál se zm¥ní na ∫
1

u

(
−1

2
du

)
= −1

2

∫
1

u
du

= −1

2
· ln |u|+ c

= −1

2
· ln |1− 2x|+ c

Výsledek p°ede²lého p°íkladu lze zobecnit: chceme-li nalézt
∫

1
ax+b

dx, pak pouºití substituce

u = ax+ b vede k 1
a

∫
1
u
du coº je rovno 1

a
· ln |ax+ b|+ c.

To znamená, ºe pokud £elíme nap°íklad integrálu
∫

1
3x+7

dx, m·ºeme okamºit¥ napsat od-

pov¥¤ ve tvaru 1
3
· ln |3x+ 7|+ c.

Poznámka. ∫
1

ax+ b
dx =

1

a
· ln |ax+ b|+ c

Trochu více musíme dávat pozor, kdyº pracujeme s mezemi ur£itých integrál·. Uvaºujme
následující p°íklad.

P°íklad. P°edpokládejme, ºe hledáme ∫ 3

1

(9 + x)2 dx

Provedeme substituci u = 9 + x a stejn¥ jako d°íve

du =

(
du

dx

)
dx

a tedy

s u = 9 + x a
du

dx
= 1

Pak následuje

du =

(
du

dx

)
dx = dx

Integrál se zm¥ní na ∫ x=3

x=1

u2 du

zd·razn¥me, ºe jsme meze integrálu zapsali jako hodnoty prom¥nné x a nikoli u. Tyto meze
m·ºeme zapsat jako hodnoty u pouºitím substituce u = 9 + x. P°esn¥, pro x = 1 je u = 10 a
pro x = 3 je u = 12. Tedy
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∫ u=12

u=10

u2 du =

[
1

3
· u3

]12
10

=
1

3
·
(
123 − 103

)
=

728

3

V²imn¥me si, ºe v tomto p°ípad¥ není nutné p°evád¥t výsledek z u nazp¥t do p·vodní prom¥nné
x. Je to proto, ºe jsme p°evedli meze integrálu z p·vodní prom¥nné x do nové prom¥nné u.

Cvi£ení 1.

1. V kaºdém p°ípad¥ pouºijte substituci k nalezení integrálu:

(a)
∫
(x− 2)3dx (b)

∫ 1

0
(x+ 5)4dx (c)

∫
(2x− 1)7dx (d)

∫ 1

−1(1− x)3dx.
2. V kaºdém p°ípad¥ pouºijte substituci k nalezení integrálu:

(a)
∫
sin(7x− 3)dx (b)

∫
e3x−2dx (c)

∫ π
2

0
cos(1− x)dx (d)

∫
1

7x+5
dx.

P°íklad. P°edpokládejme, ºe chceme nalézt integrál∫
2x
√
1 + x2 dx (3)

V tomto p°íklad¥ provedeme substituci u = 1+x2 za ú£elem zjednodu²ení argumentu druhé od-
mocniny. M·ºeme vid¥t, ºe o zbytek integrandu 2x dx se automaticky postará proces substituce,
protoºe výraz 2x je derivací na²í substituce, tj. funkce u = 1 + x2.

Stejn¥ jako d°íve

du =

(
du

dx

)
dx

a tedy

u = 1 + x2 a
du

dx
= 2x

Potom

du =

(
du

dx

)
dx = 2x dx

Takºe substitucí u za 1 + x2 a 2x dx = du v rovnici (3) obdrºíme∫
2x
√
1 + x2 dx =

∫ √
u du

=

∫
u

1
2 du

=
2

3
· u

3
2 + c
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M·ºeme se vrátit k vyjád°ení obsahující p·vodní prom¥nnou x zp¥tným dosazením u = 1+x2,
coº nám dává ∫

2x
√
1 + x2 dx =

2

3
· (1 + x2)

3
2 + c

Tímto jsme dokon£ili integraci pomocí substituce.

Poj¤me zanalyzovat tento p°íklad trochu více srovnáním integrandu s obecným p°ípadem
f(g(x)) · g′(x).

P°edpokládejme, ºe zapí²eme

g(x) = 1 + x2 a f(u) =
√
u

Potom ozna£me sloºením1 funkcí f a g funkci f(g(x)) =
√
1 + x2.

Dále pokud ozna£íme g(x) = 1 + x2 pak g′(x) = 2x. Tedy integrál∫
2x ·
√
1 + x2 dx je ve tvaru

∫
f(g(x)) · g′(x) dx

Aby bylo moºné provést integraci, pouºijeme substituci u = 1 + x2. V tomto obecném p°ípad¥
by bylo vhodné se pokusit poloºit u = g(x). Potom du =

(
du
dx

)
dx = g′(x)dx.

Po provedení substituce se výsledný integrál stává integrálem
∫ √

u du a v obecném p°ípad¥∫
f(u) du. Za p°edpokladu, ºe lze nalézt tento kone£ný integrál, je problém vy°e²en.

Pro srovnání jsou zde vedle sebe prezentovány konkrétní a obecný p°ípad:∫
2x
√
1 + x2 dx

∫
f(g(x)) · g′(x)dx

nech´ u = 1 + x2 nech´ u = g(x)

du =
(
du
dx

)
dx = 2x dx du =

(
du
dx

)
dx = g′(x) dx∫

2x
√
1 + x2 dx =

∫ √
u du

∫
f(g(x)) · g′(x)dx =

∫
f(u) du

= 2
3
· u 3

2 + c

= 2
3
· (1 + x2)

3
2 + c

Poznámka. Pro výpo£et ∫
f(g(x)) · g′(x)dx

je vhodná substituce u = g(x) a du = g′(x)dx, to nám dává∫
f(u) du

Integrace je pak provedena s ohledem k prom¥nné u, aº poté se navrátíme k p·vodní prom¥nné
x.

1p°i skládání funkcí f a g se postupuje tak, ºe výstup vnit°ní funkce g slouºí sou£asn¥ jako vstup pro vn¥j²í

funkci f, coº vede k výsledku f(g(x))
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Je t°eba zd·raznit, ºe integrace pomocí substituce je n¥co jako um¥ní a va²e dovednost se
zlep²í s praxí. Krom¥ toho, substituce, která na první pohled vypadá rozumn¥, nemusí vést
nikam. Pokud nap°íklad zkusíme nalézt

∫ √
1 + x2dx, a jako substituci pouºijeme u = 1 + x2,

ocitli bychom se ve slepé uli£ce. Bu¤me tedy p°ipraveni vytrvat a zkou²et odli²né p°ístupy.

P°íklad. P°edpokládejme, ºe si p°ejeme vypo£ítat∫
4x√

2x2 + 1
dx

P°epsáním integrandu na 1√
2·x2+1

· 4x si v²imneme, ºe nabývá podoby
∫
f(g(x)) · g′(x)dx, kde

f(u) = 1√
u
, g(x) = 2x2 + 1 a g′(x) = 4x. Substituce u = g(x) = 2x2 + 1 zm¥ní integrál na∫

f(u) du =

∫
1√
u
du

Ten vypo£teme a získáme ∫
1√
u
du =

∫
u−

1
2 du

= 2u
1
2 + c

Nakonec pouºitím u = 2x2 + 1 se vrátíme k p·vodní prom¥nné x∫
4x√

2x2 + 1
dx = 2(2x2 + 1)

1
2 + c

nebo po úprav¥
2
√
2x2 + 1 + c

P°íklad. P°edpokládejme, ºe chceme nalézt
∫ sin(

√
x)√

x
dx.

Uvaºujme substituci u =
√
x. Potom

du =

(
du

dx

)
dx

=
1

2
x−

1
2dx

=
1

2x
1
2

dx

=
1

2
√
x
dx

tedy ∫
sin(
√
x)√

x
dx = 2

∫
sin(u) du

z £ehoº plyne

2

∫
sin(u) du = −2 cos(u) + c

= −2 cos(
√
x) + c

Handout 7 Matematika 1
VII. kapitola



Integrál

Math & Stats

Support Centre

M·ºeme také provést následující pozorování:
integrand m·ºeme zapsat ve tvaru sin

√
x · 1√

x
.

Zapsáním f(u) = sin(u) a g(x) =
√
x potom platí g′(x) = 1

2
x−

1
2 = 1

2x
1
2
= 1

2
√
x
.

Dále f(g(x)) = sin(
√
x).

Proto zapí²eme daný integrál jako

2

∫
sin(
√
x) · 1

2
√
x
dx,

který odpovídá tvaru

2

∫
f(g(x)) · g′(x) dx

s funkcemi f a g zadanými vý²e. Stejn¥ jako d°íve, substituce u = g(x) =
√
x vytvo°í integrál

2

∫
f(u) du = 2

∫
sin(u) du,

ze kterého

2

∫
sin(u) du = −2 cos(u) + c

= −2 cos(
√
x) + c

Cvi£ení 2.

1. V kaºdém p°ípad¥ m·ºe být integrand zapsán jako f(g(x)) · g′(x). Ur£ete funkce f a g a
pouºijte obecný výsledek ze strany 6 k výpo£tu integrálu.

(a)
∫
2x ex

2−5dx (b)
∫
−2x sin(1− x2)dx (c)

∫ cos(x)
1+sin(x)

dx.
2. V kaºdém p°ípad¥ vypo£ítejte integrál pomocí zadané substituce:

(a)
∫
−2xe−x2

dx, u = −x2.
(b)

∫
x sin(2x2)dx, u = 2x2.

(c)
∫ 5

0
x3
√
x4 + 1dx, u = x4 + 1.

3. V kaºdém p°ípad¥ pouºijte vhodnou substituci k výpo£tu integrálu.

(a)
∫
5x
√
1− x2dx (b)

∫
dx√

x(1+
√
x)2

(c)
∫
x4(1 + x5)3dx

(d)
∫

x3
√
x4+16

dx (e)
∫ cos(x)

(5+sin(x))2
(f)

∫ 1

0
x3

√
x4+12

dx

(g)
∫
5x2
√
1− x3dx (h)

∫
ecos(x) sin(x) dx (i)

∫
esin(x) cos(x) dx.

Odpov¥di ke cvi£ením

Cvi£ení 1.

1. (a) (x−2)4
4

+ c (b) 4651
5

= 9301
5

(c) (2x−1)8
16

+ c (d) 4.

2. (a) − cos(7x−3)
7

+ c (b) e3x−2

3
+ c (c) 1,382 (d) 1

7
· ln |7x+ 5|+ c
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Cvi£ení 2.

1. (a) f(u) = eu, g(x) = x2 − 5, ex
2−5 + c,

(b) f(u) = sin(u), g(x) = 1− x2, − cos(1− x2) + c
(c) f(u) = 1

u
, g(x) = 1 + sin(x), ln |1 + sin(x)|+ c.

2. (a) e−x
2
+c (b) − cos(2x2)

4
+ c (c) 2610 .

3. (a) −5
3
(1− x2)

3
2 + c (b) − 2

1+
√
x
+ c (c) 1

20
(1 + x5)4 + c

(d) 1
2
(x4 + 16)

1
2 + c (e) − 1

5+sin(x)
+ c (f) 0,0707

(g) −10
9
(1− x3)

3
2 + c (h) −ecos(x) + c (i) esin(x) + c.

Handout 9 Matematika 1
VII. kapitola


	Úvod
	Integrace pomocí substituce u=a x+b

