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Urcity integral

V tomto ¢lanku se budeme vénovat uréitému integralu, ktery dané funkci ptitazuje ¢islo. Mys-
lenka integrovani pochézi z geometrickych pozadavki - zjistovani povrchi, objemu a délek
geometrickych ttvaria. To znamené, 7e se omezujeme jen na néjakou ¢ast (pozn. tim mame na
mysli interval) funkce, ktera je zdkladem geometrického ttvaru.
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Uvod

Urcity integral ma vyuziti ve velkém mmnozstvi aplikaci. Pomoci urc¢itého integralu mizeme
pocitat obsahy ploch, délky kiivek, objemy a plasté rotacnich téles, statické momenty rovin-
ve fyzice (vypocet rychlosti, drahy, prace, ...). Dalsi aplikace naleznete v ekonomice, financich,
pravdépodobnosti a statistice a v mnoha dalsich oborech.

Existuje nékolik pristupi, jak vybudovat pojem urcity integral a tomu odpovida nékolik
druhii ur¢itych integrali (Newtoniv, Riemannuv, Lebesgueiiv). Podle zptisobu zavedeni se méni
tiida integrovatelnych funkci. Dnes byva obvyklé pouzivat definici, jak ji zavedl vyznamny
némecky matematik B. Riemann (1826 — 1866). Potieba vybudovéani tohoto pojmu vychézi z
potieb FeSeni geometrickych problémi a problému klasické mechaniky. Mnozina funkci, které
jsou integrovatelné v Riemannové smyslu je dostatecné Sirok& pro inzZenyrskou praxi. Zpisob
zavedeni je vychodiskem pro numerické vypocty urcitych integralu.

Definice urcitého integralu

Tato kapitola obsahuje teorii, ktera je uzite¢na k celkovému pochopeni tématu,
av8ak neni nutna pro feSeni konkrétnich p¥ikladi (pouze pro zvidavé studenty).

Novy pojem

Funkce f(z) je na intervalu (a, b) integrovatelnd (schopnd integrace), je-li na ném ohrani-
¢end a aspon po Castech spojitd (ma na tomto intervalu koneény pocet bodu nespojitosti
(body nespojitosti 1. druhu)).

Definice urcitého integralu je pomérné slozita. K pojmu urcity integral dospéjeme nésledu-
jicim postupem:
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1. Interval (a, b) rozdélime na n dil¢ich intervali. Mnozinu délicich boda D,, = xg, 21, ..., Ty,
kde a =2y < 21 < -+ < x,_1 < x, = b, nazveme délenim intervalu (a, b) na n intervala
<{Ei_1, CL’Z‘>7 1= ]_, 2, oy n.

Cislo v(D,) = maz;—,. n(r; — x;—1) budeme nazyvat normou déleni D,,. Toto ¢islo nam
iik4, jaka je délka nejvétsiho intervalu v daném déleni. Samoziejmé intervalii s touto ma-
ximélni délkou muze byt vice, pfipadné mohou byt intervaly stejné dlouhé (ekvidistantni
body). Norma déleni charakterizuje, jak je déleni jemné.

2. V kazdém dil¢im intervalu déleni D,, vybereme jeden bod & € (zi—1, 2y, i = 1,2,...,n.
Mnozinu téchto boda R, = {1, &, ..., &} budeme nazyvat vybérem reprezentanti pii-
slusnych k déleni D,,.

3. Pro dané déleni D,, intervalu (a, b) a vybér reprezentantu R,, vytvoiime soucet o(f, Dy, R,) =
Yo f(&) (@i — xi—1). Tato suma se nazyva integralnim sou¢tem funkce f nebo také Ri-
emannuv soucet. Geometricky vyznam tohoto souctu je znazornén na Obréazku 1. Jedna
se vlastné o soucet obsaht obdélnikua se zakladnami (z; — x;_1) a vysSkami f(&;), kde
i =1,2,...,n. Je zfejmé, Ze pro f(&) < 0 bude hodnota pro dany obdélnik zaporna.
Oznaceni o(f, Dy, R,) znamena, ze integralni soucet zavisi na funkci f, na konkrétnim
déleni D,, a na vybéru reprezentanti R,.

4. Budeme vytvaret integralni soucty pro stale jemnéjsi déleni D, intervalu (a,b) pii li-
bovolnych vybérech reprezentanti R,. Pokud bude existovat limita integralnich soucti
o(f, Dn, Ry,) pro n — oo a normu déleni v(D,,) — 0 nezavisle na vybérech reprezentanti,
nazveme ji wréity integral funkce f(z) na intervalu (a,b).

0la = x¢Gyx

Obréazek 1. Integralni soucet funkce f.
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Novy pojem

Necht je funkce f(z) integrovatelnd na intervalu (a,b), D, je déleni intervalu (a,b) a R,
vybér reprezentanti. Rekneme, ze funkce f je Riemannovsky integrovatelnd na intervalu
(a, b), jestlize existuje ¢islo I € R s vlastnosti

limp oo 0(f, D, Ry) = 1

pro libovolnou posloupnost déleni D, pro kterou plati lim, v(D,,) = 0 pii libovolné
volbé reprezentantii R,,. Cislo I nazyvame urcity (Riemanniv) integrdl funkce f na in-
tervalu (a,b) a piseme I = fff(x)dx

Cislo a nazyvame dolni mez, ¢islo b horni mez, interval (a,b) integracni obor a funkci f
integrand.

Je-li f(x) > 0 na intervalu (a, b), pak geometrickym vyznamem urcitého integralu fab f(z)dx
je obsah "kiivocarého lichobéznika"ohrani¢eného shora grafem funkce f(z), pfimkami = = a,
x = b a osou x (Obrazek 2).

B

() a b

=W

Obrézek 2. Ktivocary lichobéznik.

UZiteénd pozndmka. Zapis neurcitého integralu [ f(z)dx a urcitého integralu ff f(x)dz je for-
malné velmi podobny. U uréitého integralu jsou pouze navic integra¢ni meze. To mé za nasledek,
ze je studenti povazuji prakticky za stejné. Urcity a neurcity integral se vSak zasadné lisi! Vy-
sledkem neurcitého integralu je funkce (mnozina funkci), vysledkem ur¢itého integralu je ¢islo.

Vypocet a vlastnosti urc¢itého integralu

V této ¢asti uvedeme zaklady integralniho poctu funkce jedné proménné a zakladni vlastnosti
ur¢itého (Riemannova) integralu, které budeme déle bézné pouzivat pii praktickych vypoctech.
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Diilezité tvrzeni 1: Newton — Leibnitziiv vzorec

Necht funkce f(x) je spojita na intervalu (a,b) a F'(x) je primitivni funkce k funkci f(z)
v intervalu (a, by, pak

b
/ F(@)dz = F(b) — F(a).

1
Tématicky pfiklad. Uzitim Newton - Leibnitzova vzorce vypoctéte [(2z — 2?)dx.
Nejdriv spocitame primitivn{ funkci k funkci f(z) = (22 — 2?)dz.
Dostaneme F(z) = [(2z — 2?)dx = 22 — & +c.
Potom podle Newton - Leibnitzova vzorce

1
3 1
1 2 2
/(2x—x2)d:c= {x2—x—+c] :(1——+c>—(0—0—|—c)= <—+c)—c=—.
3, 3 3 3
0

Vidime, Ze integra¢ni konstantu ¢ pfi vypoctu uréitého integralu v bodé b pfic¢teme a v bodé a
zase odeCteme, proto ji dale nebudeme ve vypoctech uvadeét.

2
Tématicky pfiklad. Uzitim Newton - Leibnitzova vzorce vypoctéte [ 3%dx.
0

/3%1— 3 2 o) (L) 1 F-1 8
“7 3 CO_ m3 ¢ m3 ) " m3 W3 W3 I3
0

Dilezité tvrzeni 2

Necht je funkce f(x) integrovatelna na intervalu (a, b). Pak

/ab fz)dz = — /baf(a:)d:c.

Dilezité tvrzeni 3: Aditivita a homogenita vzhledem k integrandu

Necht funkce f(z) a g(z) jsou integrovatelné na intervalu (a, b) a ¢ je libovolna konstanta.
Pak plati

2
[ U@ g@iae= [ s [ owas

/abcf(:r)da; = c/abf(a:)da:.
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Tématicky piiklad. Vypoctéte integral f — +1

Funkce f(x) = z2+1 je spojita pro kazde x € R™.

1

2 11 d
/x dx:/x+ dr /1— da;—/dx—/ v
241 2 +1 2 +1
0

0

= [2]} — [arctanz]) = 1 — 0 — arctan 1 + arctan 0 = 1 — %
/2
Tématicky pfiklad. Vypoctéte integral [ sin(z)cos(z) dz.

[e=]

/2 /2 /2

/sin(a:) cos(x) dx = / gsin(x) cos(z) dx = % / sin(2x) dx =

0
_1 (cos7r+> COSO+ _1 1+1 _1
2 5 € 2 )T 2\aTa) Ty

1 [ cos(2z) ]”/2
— _ —|— C =
2 0

Dilezité tvrzeni 4: Aditivita urc¢itého integralu vzhledem k mezim

Necht je funkce f(x) integrovatelna na intervalu (a, b) a ¢ je libovolné realné ¢islo takové,
7e a < ¢ < b. Pak je f(z) integrovatelna na intervalech (a,c) a (c,b) a plati

/abf(:z)dx _ /acf(x)d$+ /be(x)dx

1
Tématicky pfiklad. Vypoctéte urcity integral [ |z|dz.
3
Pti hledani primitivni funkce k funkei |z] na intervalu (—3,1) bude nutno pfistoupit k
rozdéleni tohoto intervalu na dvé ¢asti. Délicim bodem bude bod 0. Potom

1 0 1

227" 227! (—3)? 12 9 1
/\x|da:—/—:vdx-l-/xdx— [—?]_3-}-{5}1_0—(— 5 )4_(5)_0_54_5_5_
3 3 0

Cviceni 1

Uzitim Newton - Leibnitzova vzorce vypoctéte urcité integraly:
-2

1 27 0
a) leidx; b) flemda:; c) Ofsinxdx; d) {Qcosxda:.
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Integrovani metodou substituce a per partes

Dilezité tvrzeni 5: Integrovani per partes

Jsou-li v/(z) a v'(x) spojité v (a,b) (potom jsou také u(x) a v(x) spojité v (a,b)), pak

b b

/ w'vdr = [uv]® —/ wv'dz.
b b

/ vdu = [uv]g—/ udv.

Jinak psano:

2
Tématicky pfiklad. Vypoctéte integral [(a? — z)e®dz.
0

W=e v=2%—2 ’ 9 2 2
- = |(z° —x)e” —/ (2x — 1)e"dx =
=e* vV=2r—-1 [ }0 0

2
/ (2% — x)e"dr =
0

W=e" v=220-1]| ) o 2 L
U= e o =2 '—[(4—2)6 —0]—[(2w—1)e]0—|—/026dx—

=2 — [3e® + €% +2[e"]2 = —€® — 1+ 2(e* —€") = e* — 3.

(&
Tématicky pfiklad. Vypoctéte integral [ Inzdz.
1
€
/ Inzdr =
1

Tématicky pfiklad. Vypoctéte integral [z sinzdz.
0

™
/ rsinzdr =
0

Cviceni 2
Vypoctéte integraly:

= [zlnz]] —/ ldr = (elne—Inl) — [z]{ =
1

=(e—0)—(e—1)=1.

u =sinx v=2x

™
= [~z cosz]; +/ cosxdr =7 + [sinz]j =m
u=—cosz v =1 ° " J 0

V3

[ xe*dx ¢) [2*lnade d) [ zarctanzdzx
1

a) [asin2zdr b)

™

1 e
zlnzdr  f)  [In(z+2)dz g) [ sin(lnz)dz k)

e~ T

e~ sin® xdx

o 3o

)

Hk_)@ O%w\:\
o
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Diilezité tvrzeni 6: Integrovani substituci, pripad a

Necht funkce f(x) mé tvar f(x) = g(h(x))h/(z), kde h'(z) je spojitd v (a,b) a g(z) je
spojita pro vSechna z = h(z), pokud x € (a,b). Pak

/ab f(z)dz = /abg(h(x))h’(x)dx _ / (@) (D)9 (2)dz.

h

%
Tématicky piiklad. Vypoctéme integral [ sin®(z)cos(z)dz.
0
Ziejmé funkce sin®(z) cos(x) ma tvar g(h(x))A (), kde h(x) = sinz, g(z) = 2. Substituci
sinz = z tedy bude

jus

1

/ A1 1
/sin?’xcos rdx = /z?’dz = [—] = —.
1], 4

0 0
2
Tématicky pfiklad. Vypoc¢téme integral [ a4 — 22dz.
0
Ziejmé funkce z+v/4 — 22 skoro ma tvar g(h(z))h/(x), kde h(x) = 4 — 22, g(z) = v/z. Substi-
tuci 4 — 22 = z tedy bude

2 0 4
1 1 321012 11 1
/:v\/4 —22dr = | —=\/zdz = = /zl/zdz = i) =22 [\/23] = (V#8-V0)=-8= §
2 2 .23 0 3 3773
0 1 0

Diilezité tvrzeni 7: Integrovani substituci, pfipad b

Necht A < a < b < B, necht funkce f(x) je spojita v (A, B), ¢'(z) je spojita v (a, 5) a
necht pro z € {(«a, f) lezi p(2) v intervalu (A, B), ¢(a) = a, ¢(f8) = b. Pak

/ab e = / HeEP R

1
Tématicky pfiklad. Vypoctéme integral [ /1 — 22 dz.
51
PouZijeme substituce x = sin z. Zvolime o = =7, 3 = 7. Pak bude jisté p(a) = a, p(5) = b.
Predpoklady véty jsou splnény a je

1 3 3
/\/1—x2da7: /\/1—Sin2zcoszdz: /COSQZdZ:
-1 _

Wl

jus

1
=3 /(1 + cos2z)dz =

N —

Wl
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Je /1 —sin? z = +cos z, nebot /1 — sin? z je nezaporné &islo a cos z > 0 pro z €< —7/2,7/2 >.)

Tématicky piiklad. Vypoctéme integral [ 2 dz,

1
Pouzijeme substituce Inx = 2. Zvolime o = 0, = 1. Pfedpoklady véty jsou splnény a je

e 1
1+1 27! 1
/ +nxda:—/(1+z)dz—[z+%] =145-(0+0)=3
1 0

X - 0
Cviceni 3
Vypoctéte integraly:

a)

62
e“**sinzde d) [ da
e

zln?z

1

1 T
f —dr b) [x22?-1)"dz ¢) [
_ 0 0
7r/ 2m/3 p 5 ) V2
Oftg zde  f) [ 2= g) 2f —du k) Of\/4—x2dx

w/2

e)

Odpovédi na cviceni
Cviceni 1
a) —In2; b) <L o) 0; d) -1

Cviceni 2

a) I b) %(1—1n2); c) 1—16(364+1); d) %71’—73;
e) 1(e2—1); f) 3Im3-2; g) j(e"+e ™) k) em—1)
Cviceni 3
a) 0 b) 5 ¢ e—g d) 5
e) L2 q) . o) 20 ) 4z
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