
Úvod do posloupností

V tomto letáku se zam¥°íme na posloupnosti. Seznámíme se s tím, co to je posloupnost, jak
ji lze zna£it a se zp·soby zadání. Dále se pak podíváme na n¥které vlastnosti, které nás u
posloupností zajímají.

Co je to posloupnost?

Posloupnost je ur£ité pravidlo, podle kterého p°i°azujeme p°irozeným £ísl·m jiná £ísla, která
nemusí nutn¥ být p°irozená.

Tématický p°íklad. Vezm¥me si posloupnost £ísel

{1, 3, 5, 7, 9, . . . }.

Vidíme, ºe tato posloupnost je tvo°ena pouze lichými £ísly nebo m·ºeme °íci, ºe kaºdý násle-
dující £len je o 2 v¥t²í, neº jeho p°edch·dce. Snadno jsme rozpoznali pravidlo, které stanovuje
£leny posloupnosti a podle tohoto pravidla m·ºeme sestavit tabulku

1 → 1
2 → 3
3 → 5
4 → 7
5 → 9
...

...

První sloupec zna£í po°adí £lene posloupnosti a druhý nám °íká, jaká je jeho hodnota. Tuto
tabulku m·ºeme chápat jako zobrazení, kde se £íslo z prvního sloupce zobrazí na £íslo ve druhém
sloupci. Nap°íklad £íslo 2 se zobrazí na £íslo 3, £íslo 5 na £íslo 9 atd.
Z·staneme-li u zobrazení, pak m·ºeme °íci, ºe posloupnost a je zobrazení p°irozených £ísel do
mnoºiny £ísel reálných, tj. a : N→ R.
D·leºitá poznámka

Posloupnost je kaºdé zobrazení a, jehoº de�ni£ním oborem jsou p°irozená £ísla a oborem hodnot
je £ást mnoºiny reálných £ísel. Tedy D(a) = N a H(a) ⊆ R.

Stejn¥ jako u p°irozených £ísel je p°esn¥ stanoveno, jak jdou po sob¥, tak i posloupnost má
pevn¥ stanovené po°adí.

Tématický p°íklad. Uvaºujme posloupnosti

{1, 3, 5, 7, 9, . . . } a {1, 5, 3, 7, 9, . . . }.

Pokud sestavíme tabulky pro ob¥ posloupnosti jako v p°ede²lém p°íklad¥, obdrºíme

1 → 1 1 → 1
2 → 3 2 → 5
3 → 5 3 → 3
4 → 7 4 → 7
5 → 9 5 → 9
...

...
...

...
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Druhý °ádek nám ukazuje, ºe v p°ípad¥ první posloupnosti je druhý £len £íslo 3 a v p°ípad¥
druhé posloupnosti je to £íslo 5. Jinými slovy se u první posloupnosti zobrazí £íslo dv¥ na £íslo
3 u druhé na £íslo 5. Kv·li tomu se nejedná o stejné posloupnosti a na po°adí opravdu záleºí.

Uºite£ná poznámka. U posloupností je p°esn¥ stanovené po°adí prvk·, jejich zám¥nou obdrºíme
také posloupnost, která se v²ak od na²í p·vodní m·ºe li²it.
Je d·leºité neplést si posloupnosti a mnoºiny. V p°ípad¥ mnoºin na po°adí prvk· "ve svor-
kách" nezáleºí.

Zna£ení posloupností

Vý²e jsme si °ekli, ºe posloupnost je druhem zobrazení, která obvykle zna£íme f(n) nebo v
na²em p°ípad¥ bychom je zna£ili a(n). P°esto se u t¥chto speciálních zobrazení d¥lá výjimka a
posloupnosti zna£íme an. V r·zné literatu°e, £i na internetu, se m·ºeme setkat i se zna£ením
jiným, jako je nap°íklad: (an) , {an}, p°ípadn¥ {an}∞n=1.

Zadání posloupnosti

V p°ede²lých p°íkladech jsme se jiº setkali se zadáním posloupnosti. Uvedenému zp·sobu °íkáme
pomocí vý£tu £len·. Správn¥ bychom m¥li °íci, ºe jsme zadali posloupnosti pomocí vý£tu
prvních n¥kolika £len·, protoºe v²echny doposud uvedené posloupnosti byly nekone£né a sestavit
úplný vý£et je nemoºný úkol.

Posloupnosti, stejn¥ jako mnohá jiná zobrazení, ale mohou být zadány více zp·soby. Zde si
uvedeme v²echny zp·soby zadání a pozd¥ji k nim uvedeme i p°íklady.

• Vý£tem £len·, nap°.{1, 2, 1, 2, . . . }

• Rekurentním vzorcem, nap°. an+1 = an+2, a1 = 1 nebo an+2 = an+1+an, a1 = a2 = 1

• Explicitním vzorcem pro n-tý £len, nap°. an = 1
n2 , an = n!, an = (−1)n

S vý£tem £len· jsme uº seznámeni a proto se zam¥°íme na zbylé dva zp·soby. V p°ípad¥
rekurentního zadání ur£ujeme konkrétní £len pomocí znalosti p°edchozího £lene (respektive
£len·).

Rekurentní vzorec

Vrátíme se k p°íkladu an+1 = an+2, a1 = 1. Zde máme zadáno jak se po£ítá n+1 £len a známe
£len první a1. Pokud dosadíme do vzorce n = 1, pak obdrºme

a1+1 = a1 + 2

a2 = a1 + 2.

Nyní je snadné dosadit za £len a1 = 1 a získáme tak druhý £len posloupnosti a2

a2 = 1 + 2 = 3
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Stejným zp·sobem m·ºeme ur£it t°etí £len, sta£í pouze zvolit hodnotu n tak, abychom na levé
stran¥ rovnosti získali a3. Na první pohled je jasné, ºe musíme zvolit n = 2, potom

a2+1 = a2 + 2

a3 = a2 + 2

Hodnotu £lene a2 známe a proto ji dosadíme a dopo£ítáme £len a3

a3 = 3 + 2 = 5

Tento postup m·ºeme opakovat donekone£na, obvykle se ale zastavíme, aº najdeme £len, který
nám ur£uje zadání p°íkladu. Pokud bychom tedy hledali dvanáctý £len posloupnosti a12, po-
t°ebujeme znát p°ede²lý £len a11. Pro nalezení £lene a11 musíme znát £len a10 atd. Postupn¥
bychom se zastavili aº na £lenu, jehoº hodnotu známe a pomocí n¥hoº jsme schopni dopo£ítat
ostatní £leny.

Druhý p°íklad je zaloºený na stejném principu, rozdíl tkví pouze v tom, ºe pro výpo£et n¥jakého
£lene pot°ebujeme znát dva p°edchozí.

Explicitní vzorec

Uvaºujme nap°íklad posloupnost an = 1
n2 . Chceme-li ur£it hodnotu n¥jakého £lene této po-

sloupnosti, pouze dosadíme jeho po°adí za n do explicitního vzorce. Kup°íkladu by nás mohl
zajímat pátý £len této posloupnosti. Pro jeho ur£ení dosadíme za n £íslo 5.
Z toho hned vidíme, ºe

a5 =
1

52
=

1

25
.

Kdybychom cht¥li znát desátý £len, dosadili bychom n = 10 a obdrºeli, ºe a10 = 1
100

, atd.
Stejným zp·sobem ur£íme libovolný dal²í £len.
Nespornou výhodou zadání pomocí explicitního vzorce je ta, ºe jsme schopni rychle ur£it kon-
krétní £len posloupnosti a není k tomu zapot°ebí znalost jiných £len·, jako je tomu nap°íklad
u rekurentního zadání.

Vlastnosti posloupností

Jiº jsme °ekli, ºe posloupnost je speciálním druhem zobrazení jehoº de�ni£ním oborem jsou
p°irozená £ísla (nebo jejich £ást). Není proto takovým p°ekvapením, ºe posloupnosti mohou
mít n¥které vlastnosti, jaké jsme pozorovali u zobrazení.

Monotonie

S pojmem monotonie jsme se setkali jiº u funkcí. Vypovídá o tom, zda funkce má tendenci
svou funk£ní hodnotu zvy²ovat, zmen²ovat nebo se nem¥ní. Stejn¥ je tomu tak i u posloupností
jejichº hodnota s kaºdým dal²ím £lenem roste, klesá nebo z·stává stejná. I zde rozli²ujeme tyto
p°ípady:

• rostoucí,
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• klesající,

• neklesající,

• nerostoucí,

p°ípadn¥ posloupnost není monotonní. P°íkladem takové posloupnosti je an = (−1)n .
Dále se budeme odkazovat na obecnou posloupnost an se £leny {a1, a2, a3, . . . }.

Rostoucí posloupnost: je posloupnost, u které má kaºdý následující £len vy²²í hodnotu, neº
ten p°edchozí. Platí, ºe pro kaºdé i < j, i, j ∈ N je ai < aj.
Nap°íklad posloupnost an = 2 · n.

1. 2. 3. 4

1.

2.
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4.

5.

6.
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0
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a2
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a4

První £ty°i £leny posloupnosti an = 2 · n.

Klesající posloupnost: je posloupnost, u které má kaºdý následující £len niº²í hodnotu, neº
ten p°edchozí. Platí, ºe pro kaºdé i < j, i, j ∈ N je ai > aj.
Nap°íklad posloupnost an+1 =

an
2
, a1 = 4.

1. 2. 3. 4.

1.
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První £ty°i £leny posloupnosti an+1 =
an
2
, a1 = 4.

Neklesající posloupnost: je taková posloupnost, u které má kaºdá £len hodnotu vy²²í nebo
stejnou jako jeho p°edch·dce. Platí, ºe pro kaºdé i < j, i, j ∈ N je ai ≤ aj.
Nap°íklad posloupnost an = {1, 1, 2, 3, 3, 4, . . . }.
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Prvních ²est £len· posloupnosti an = {1, 1, 2, 3, 3, 4, . . . }.

Nerostoucí posloupnost: je taková posloupnost, u které má kaºdý dal²í £len hodnotu niº²í
nebo stejnou jako jeho p°edch·dce. Platí, ºe pro kaºdé i < j, i, j ∈ N je ai ≥ aj.
Nap°íklad posloupnost an = {5, 5, 5, 4, 3, 2, 1, . . . }.
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Prvních ²est £len· posloupnosti an = {5, 5, 5, 4, 3, 2, 1, . . . }.

Cvi£ení 1: Ur£ete monotonii následujících posloupností:
1) an = {5, 4, 4, 3, 2, 2, 1, . . . } 2) an = {1, 0, 1, 0, . . . } 3) an = {−5,−3,−1, 1, . . . }
4) an+1 = an − 1, a1 = 0 5) an = −

√
(n) 6) an = n

n+1

Ohrani£enost

Ohrani£enost nám u posloupností udává informaci o tom, zda má posloupnost n¥jakou mez,
kterou nikdy nep°ekro£í (p°ípadn¥ se její hodnoty pohybují pouze v ur£itém pásu).
Nap°íklad posloupnost, která pro ºádný £len nenabývá hodnoty men²í neº nula. Pak o takové
posloupnosti °ekneme, ºe je zdola ohrani£ená.

Rozli²ujeme tyto p°ípady ohrani£enosti:

• shora ohrani£ená,

• zdola ohrani£ená,

• ohrani£ená (sou£asn¥ zdola i shora),
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• neohrani£ená.

Shora ohrani£ená: je taková posloupnost, která nep°ekro£í ur£itou horní hranici. Hodnoty
v²ech jejích £len· jsou tedy men²í, neº n¥jaké £íslo (nebo jsou tomuto £íslu rovny). Platí, ºe
existuje £íslo k ∈ R takové, ºe an ≤ k.
Nap°íklad posloupnost an = 1− n.
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Horní mez

Shora ohrani£ená posloupnost an = 1− n.

Zdola ohrani£ená: je taková posloupnost, která neklesne pod ur£itou dolní hranici. Hodnoty
v²ech jejích £len· jsou vy²²í nebo rovny n¥jakému £íslu. Platí, ºe existuje £íslo l ∈ R takové, ºe
an ≥ l.
Nap°íklad posloupnost an = (n− 3)2 + 1.
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Dolní mez

Zdola ohrani£ená posloupnost an = (n− 3)2 + 1.

Ohrani£ená: je posloupnost, pokud má sou£asn¥ omezení shora i zdola. V²echny hodnoty
takové posloupnosti se nachází v pásu, který je vymezený ob¥ma hranicemi. Platí, ºe existuje
takové m ∈ R, ºe |an| ≤ m.
Nap°íklad posloupnost an = (−1)n .
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Dolní mez

Posloupnost ohrani£ená shora i zdola an = (−1)n .

Cvi£ení 2: Ur£ete ohrani£enost následujících posloupností:
1) an = (−1)n · n 2) an = (−1)n · 1

n
3) an = (n− 2)2

4) an = −n2 5) an = 1
n

6) an = n+1
n

Výsledky cvi£ení 1:
1) nerostoucí 2) není monotonní 3) rostoucí
4) klesající 5) klesající 6) rostoucí

Výsledky cvi£ení 2:
1) není ohrani£ená 2) ohrani£ená shora i zdola 3)ohrani£ená zdola
4) ohrani£ená shora 5) ohrani£ená shora 6) ohrani£ená shora i zdola
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