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Uvod do posloupnosti =~ <

V tomto letdku se zaméfime na posloupnosti. Sezndmime se s tim, co to je posloupnost, jak
ji lze znacit a se zpilisoby zadani. Dale se pak podivime na nékteré vlastnosti, které nés u
posloupnosti zajimaji.

Co je to posloupnost?
Posloupnost je urc¢ité pravidlo, podle kterého pfifazujeme prirozenym ¢islim jind cisla, ktera
nemusi nutné byt pfirozena.
Tématicky piiklad. Vezméme si posloupnost ¢isel
{1,3,5,7,9,... }.

Vidime, ze tato posloupnost je tvorena pouze lichymi ¢isly nebo mizeme ftici, Ze kazdy nésle-
dujici ¢len je o 2 vétsi, nez jeho predchudce. Snadno jsme rozpoznali pravidlo, které stanovuje
¢leny posloupnosti a podle tohoto pravidla mzeme sestavit tabulku

1 —- 1
2 = 3
3 = 9
4 = 7
5 — 9

Prvni sloupec znaci potradi ¢lene posloupnosti a druhy nam iiké, jaka je jeho hodnota. Tuto
tabulku muzeme chapat jako zobrazeni, kde se ¢islo z prvniho sloupce zobrazi na ¢islo ve druhém
sloupci. Napiiklad ¢islo 2 se zobrazi na ¢islo 3, ¢islo 5 na ¢islo 9 atd.

Zustaneme-li u zobrazeni, pak muzeme ftici, Ze posloupnost a je zobrazeni prirozenych ¢isel do
mnoziny ¢isel redlnych, tj. a : N — R.

DilezZita poznamka
Posloupnost je kazdé zobrazeni a, jehoz defini¢nim oborem jsou pfirozené ¢isla a oborem hodnot
je ¢ast mnoziny realnych ¢isel. Tedy D(a) = N a H(a) C R.

Stejné jako u prirozenych d¢isel je presné stanoveno, jak jdou po sobé, tak i posloupnost ma
pevné stanovené poradi.

Tématicky piiklad. Uvazujme posloupnosti
{1,3,5,7,9,...} a {1,5,3,7,9,... }.
Pokud sestavime tabulky pro obé posloupnosti jako v predeslém piikladée, obdrzime

1 1 1 1
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Druhy fadek nam ukazuje, ze v pfipadé prvni posloupnosti je druhy ¢len ¢islo 3 a v pripadé
druhé posloupnosti je to ¢islo 5. Jinymi slovy se u prvni posloupnosti zobrazi ¢islo dvé na ¢islo
3 u druhé na ¢islo 5. Kvili tomu se nejedna o stejné posloupnosti a na poradi opravdu zélezi.

UZitecnd pozndmka. U posloupnosti je piesné stanovené poradi prvki, jejich zdménou obdrzime
také posloupnost, ktera se vSak od nasi pivodni muze lisit.

Je dulezité neplést si posloupnosti a mnoziny. V pfipadé mnozin na poradi prvkia "ve svor-
kéch" nezalezi.

Znaceni posloupnosti

Vyse jsme si fekli, ze posloupnost je druhem zobrazeni, ktera obvykle zna¢ime f(n) nebo v
nasem piipadé bychom je znacili a(n). Piesto se u téchto speciélnich zobrazeni déla vyjimka a
posloupnosti znac¢ime a,. V rizné literatute, ¢i na internetu, se mizeme setkat i se znacenim
jinym, jako je napiiklad: (a,), {a,}, pfipadné {a,}>2 ;.

Zadani posloupnosti

V predeslych piikladech jsme se jiz setkali se zadanim posloupnosti. Uvedenému zptisobu fikdme
pomoci vyétu ¢lenti. Spravné bychom méli ¥ici, Ze jsme zadali posloupnosti pomoci vyc¢tu
prvnich nékolika ¢lent, protoze vechny doposud uvedené posloupnosti byly nekone¢né a sestavit
uplny vycet je nemozny tkol.

Posloupnosti, stejné jako mnoha jind zobrazeni, ale mohou byt zadany vice zptsoby. Zde si
uvedeme vSechny zpusoby zadani a pozdéji k nim uvedeme i priklady.

e Vyé&tem ¢leni, napi.{1,2,1,2,...}
e Rekurentnim vzorcem, napi. a,1 = a,+2, a; = 1 nebo a,19 = api1+a,, a1 =as =1
e Explicitnim vzorcem pro n-ty ¢len, napt. a, = n%, a, =nl, a, = (—1)"

S vyctem c¢lenii jsme uz sezndmeni a proto se zaméfime na zbylé dva zpisoby. V piipadé
rekurentniho zadani urc¢ujeme konkrétni ¢len pomoci znalosti predchoziho ¢lene (respektive
¢lentt).

Rekurentni vzorec

Vratime se k prikladu a,11 = a, +2, a1 = 1. Zde mame zadéno jak se poc¢itd n+1 ¢len a zname
¢len prvni a;. Pokud dosadime do vzorce n = 1, pak obdrzme

ajy1 = a;+2

a2:a1—|—2.

Nyni je snadné dosadit za ¢len a; = 1 a ziskdme tak druhy ¢len posloupnosti as

a2:1—|—2:3
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Stejnym zpiisobem muzeme urcit tieti ¢len, staci pouze zvolit hodnotu n tak, abychom na levé
strané rovnosti ziskali a3. Na prvni pohled je jasné, ze musime zvolit n = 2, potom

ag41 = az + 2

CL3:CL2+2

Hodnotu ¢lene a, zndme a proto ji dosadime a dopocitame ¢len ag
as = 34+2=5

Tento postup muzeme opakovat donekonec¢na, obvykle se ale zastavime, az najdeme ¢len, ktery
nam urcuje zadani prikladu. Pokud bychom tedy hledali dvanacty ¢len posloupnosti aio, po-
tfebujeme znat predesly ¢len aq;. Pro nalezeni ¢lene a;; musime znat ¢len a9 atd. Postupné
bychom se zastavili az na ¢lenu, jehoz hodnotu zndme a pomoci néhoz jsme schopni dopocitat
ostatni ¢leny.

Druhy ptiklad je zaloZeny na stejném principu, rozdil tkvi pouze v tom, Ze pro vypocet néjakého
¢lene potiebujeme znat dva predchozi.

Explicitni vzorec

Uvazujme napiiklad posloupnost a,, = # Chceme-li ur¢it hodnotu néjakého ¢lene této po-
sloupnosti, pouze dosadime jeho pofadi za n do explicitniho vzorce. Kupiikladu by nas mohl
zajimat paty Clen této posloupnosti. Pro jeho urceni dosadime za n ¢islo 5.

7 toho hned vidime, ze
1 1

as = — = —.
TR 25

Kdybychom chtéli znat desaty ¢len, dosadili bychom n = 10 a obdrzeli, 7e a9 =

Stejnym zpusobem urcéime libovolny dalsi ¢len.

Nespornou vyhodou zadani pomoci explicitniho vzorce je ta, zZe jsme schopni rychle urcit kon-

krétni ¢len posloupnosti a neni k tomu zapotiebi znalost jinych ¢lenu, jako je tomu naptiklad

u rekurentniho zadéni.

1
o5, atd.

Vlastnosti posloupnosti

Jiz jsme tekli, Ze posloupnost je specidlnim druhem zobrazeni jehoz defini¢nim oborem jsou
pfirozena ¢isla (nebo jejich ¢ast). Neni proto takovym prekvapenim, Ze posloupnosti mohou
mit nékteré vlastnosti, jaké jsme pozorovali u zobrazeni.

Monotonie

S pojmem monotonie jsme se setkali jiz u funkci. Vypovida o tom, zda funkce ma tendenci
svou funkéni hodnotu zvySovat, zmensovat nebo se neméni. Stejné je tomu tak i u posloupnosti
jejichz hodnota s kazdym dalsim ¢lenem roste, klesd nebo zistava stejna. I zde rozlisSujeme tyto

pripady:

e rostouci,
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e klesajici,
e neklesajici,
e nerostouc,

piipadné posloupnost neni monotonni. Piikladem takové posloupnosti je a, = (—1)" .
Déle se budeme odkazovat na obecnou posloupnost a,, se ¢leny {ay, as,as, ... }.

Rostouci posloupnost: je posloupnost, u které méa kazdy nésledujici ¢len vyssi hodnotu, nez
ten piedchozi. Plati, Zze pro kazdé i < j, 4,7 € N je a; < a;.
Napftiklad posloupnost a,, = 2 - n.

A

I = R B
. — } }

| |
f f

0 1. 2. 3. 4

v

Pront ctyri cleny posloupnosti a, = 2 - n.

Klesajici posloupnost: je posloupnost, u které ma kazdy nasledujici ¢len niz$i hodnotu, nez
ten predchozi. Plati, Ze pro kazdé i < j, 4,7 € N je a; > a;.
Napriklad posloupnost a,1 = %, a; = 4.

A
ai
R ®
3. 1
az
2 ®
as
1 ®
aq
.
0 1. 2. 3. 4.

Proni ctyFi cleny posloupnosti a1 = %, ap = 4.

Neklesajici posloupnost: je takova posloupnost, u které ma kazda c¢len hodnotu vyssi nebo
stejnou jako jeho predchidce. Plati, Ze pro kazdé ¢ < j, i,7 € N je a; < a;.
Napfiiklad posloupnost a, = {1,1,2,3,3,4,...}.
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A ag
4. ®
a4 as
3. o )
a3
2. L4
ai a2
L o o
0 1 2 3 4. 5. 6. -

Prunich Sest éleni posloupnosti a, = {1,1,2,3,3,4,...}.

Nerostouci posloupnost: je takova posloupnost, u které ma kazdy dalsi ¢len hodnotu nizsi
nebo stejnou jako jeho piedchudce. Plati, Ze pro kazdé ¢ < j, i,7 € N je a; > a;.
Napriklad posloupnost a, = {5,5,5,4,3,2,1,... }.

A aq as as
5. @ @ ®
a4
4. ®
as
3. )
ag

2. °
1. 1

0 1. 2. 3. 4. 5. 6.

Cviceni 1: Urcete monotonii nasledujicich posloupnosti:
1) a, =45,4,4,3,2,2,1,...} 2)a,=1{1,0,1,0,...} 3)a,=

5) a, = —\/Zn)

4) apy1=a,—1,a1=0

Ohranicéenost

6) a, =

Prunich Sest élend posloupnosti a,, = {5,5,5,4,3,2,1,...}.

{~5,-3,-1,1,...}

Ohranic¢enost nam u posloupnosti udavé informaci o tom, zda ma posloupnost néjakou mez,
kterou nikdy nepiekro¢i (piipadné se jeji hodnoty pohybuji pouze v ur¢itém pasu).

Napriklad posloupnost, ktera pro zadny c¢len nenabyva hodnoty mensi nez nula. Pak o takové
posloupnosti fekneme, 7Ze je zdola ohranicena.

Rozlisujeme tyto pripady ohranic¢enosti:

e shora ohranicena,

e zdola ohranicena,

e ohranicené (soucasné zdola i shora),
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e neohranicena.

Shora ohranic¢ené: je takova posloupnost, ktera nepfekro¢i urc¢itou horni hranici. Hodnoty
v8ech jejich ¢lenti jsou tedy mensi, nez né&jaké ¢islo (nebo jsou tomuto ¢islu rovny). Plati, ze
existuje ¢islo k € R takové, ze a, < k.

Napriklad posloupnost a,, =1 — n.

A
— - Horni mez .
0 1. 2. 3. 4.
-1 °
as
—9. ®
aq
-3. ®

Shora ohranicend posloupnost a, =1 — n.

Zdola ohranicena: je takova posloupnost, kterd neklesne pod urcitou dolni hranici. Hodnoty
vSech jejich ¢lenii jsou vyssi nebo rovny néjakému ¢islu. Plati, Ze existuje ¢islo [ € R takové, ze
a, > 1.

Napiiklad posloupnost a,, = (n — 3)? + 1.

A
al as
B, o R .
4. 1 } |
3. 1 1
| as as ;
O [ o he |
| | as | |
+: ] 3 * ] ]
. Dolnfmez 3 3 |
0 1 2 3. 4 5

Zdola ohranicend posloupnost a,, = (n — 3)? + 1.

Ohranicena: je posloupnost, pokud mé soucasné omezeni shora i zdola. VSechny hodnoty
takové posloupnosti se nachazi v pasu, ktery je vymezeny obéma hranicemi. Plati, Ze existuje
takové m € R, ze |a,| < m.

Naptiklad posloupnost a, = (—1)".
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A .
Horni mez as as

H
o |
®

\ ,
} f f } f

fa fas tas

i iy

\

® ® ®
Dolni mez

Posloupnost ohranicend shora i zdola a,, = (—1)".

Cviceni 2: Urcete ohranic¢enost nasledujicich posloupnosti:
Da,=(-1)"n 2 a,=(-1)"21 3)a,=(n-2)>
4) a, = —n? 5) a, == 6) a, =
Vysledky cviceni 1:
1) nerostouci 2) neni monotonni 3) rostouct
4) klesajici  5) klesajici 6) rostouci

Vysledky cvi€eni 2:

1) neni ohrani¢end  2) ohranicend shora i zdola 3)ohranic¢ena zdola

4) ohrani¢ena shora 5) ohrani¢ena shora 6) ohranitena shora i zdola
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