
Aritmetická a geometrická posloupnost

V minulém letáku jsme se seznámili s tím, co to je posloupnost, zp·soby, jakými ji lze zadat a
n¥kterými vlastnostmi.
Tento leták se zam¥°í na aritmetickou posloupnost

Aritmetická posloupnost

Aritmetická posloupnost je druhem matematické posloupnosti, která se vyzna£uje stálým roz-
dílem mezi libovolnými dv¥ma sousedními £leny. Tento stálý rozdíl se nazývá diference a zna£í
se písmenem d.
Pozor, £íslo d m·ºe mít i zápornou hodnotu nebo m·ºe být rovno nule!

Rekurentní zadání

Ozna£íme-li první £len posloupnosti {an} jako a1 potom k ur£ení druhého £lene a2 sta£í k
prvnímu p°i£íst hodnotu diference d, tj.

a2 = a1 + d.

Pro ur£ení £lene a3 p°i£teme ke druhému £lenu a2 znovu hodnotu diference a získáme £len a3

a3 = a2 + d atd.

Je tedy jasn¥ vid¥t to, co bylo °e£eno vý²e. Libovolné dva sousední £leny aritmetické posloup-
nosti mají stálý rozdíl.
Kdybychom cht¥li znát n+ 1-ní £len, pak bychom podle této skute£nosti mohli napsat, ºe

an+1 = an + d

a tento vzorec nazýváme rekurentní zadání aritmetické posloupnosti.

Vzorec pro n-tý £len

�asto u posloupností známe první £len a1 a zajímáme se o £leny, které jsou nap°íklad aº na
sté pozici nebo i vy²²í. V takových p°ípadech bychom postupným dosazováním strávili p°íli²
mnoho £asu.
Zkusme najít zp·sob, jak na²e po£ítání urychlit. Uvaºujme následující p°íklad.

Tématický p°íklad: Máme rekurentn¥ zadánu posloupnost {an} jako an+1 = an + 3, kde
a1 = 0. Zajímá nás hodnota dvacátého £lene této posloupnosti a20. Pro jeho ur£ení m·ºeme
postupn¥ ur£ovat v²echny £leny aº do hledaného dvacátého nebo zde nalézt zákonitost, která
na²e po£ítání urychlí.
Sestavme tabulku n¥kolika prvních £len·
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a1 = 0
a2 = a1 + 3 = 3
a3 = a2 + 3 = 6
a4 = a3 + 3 = 9
a5 = a4 + 3 = 12
a6 = a5 + 3 = 15

...
...

P°i bliº²ím prohlédnutí tabulky si lze v²imnout, ºe mezi prvním a t°etím £lenem je rozdíl 6,
který odpovídá dvojnásobku diference. Mezi prvním a £tvrtým £lenem je rozdíl 9, coº odpovídá
trojnásobku diference. Mezi prvním a pátým je rozdíl £ty°násobek diference atd.
V²imn¥me si, ºe mezi prvním a libovolným dal²ím £lenem je vºdy rozdíl, který odpovídá sou£inu

diference · (po°adí hledaného prvku − po°adí prvního prvku).

Nový pojem: Vzorec pro n-tý £len

P°i£teme-li k tomuto sou£inu navíc hodnotu prvního £lene, získáváme hodnotu £lene,
který nás zajímá. Tuto skute£nost zapí²eme do vzorce, který se nazývá vzorec pro n-tý
£len

an = a1 + (n− 1) · d.

Nyní je uº snadné ur£it hodnotu a20 pouze dosadíme do vzorce hodnoty za n, a1 a d

a20 = a1 + (20− 1) · da20 = 0 + 19 · 3a20 = 57.

Hodnota dvacátého £lene posloupnosti je tedy 57.

Vzorec r-tého £lenu z s-tého

Setkáváme se i s p°ípady, kdy nás zajímá hodnota n¥jakého £lenu posloupnosti, ale namísto prv-
ního £lenu a1 známe hodnotu jiného. Tento známý £len m·ºe na²emu hledanému p°edcházet
nebo i následovat. Pro tyto p°ípady se pouºívá vzorec, který je velmi podobný vzorci uvede-
nému vý²e.

Nový pojem: Vzorec r-tého £lenu z s-tého

Jedná se o vzorec, který se ozna£uje jako vzorec r-tého £lenu z s-tého a zní

ar = as + (r − s) · d.

Zde je ar hledaný £len a as £len, který známe.

Pokud bychom poloºili r = n a s = 1, pak obdrºíme

an = a1 + (n− 1) · d

coº je ná² p·vodní vzorec. Není tedy nutné si zapamatovat oba dva, sta£í znát pouze druhý a
v¥d¥t, co který symbol zna£í.
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Sou£et prvních n £len·

Krom¥ hledání hodnot £len· posloupností se zajímáme i o jejich sou£ty. Konkrétn¥ jaké £íslo
obdrºíme, pokud se£teme nap°íklad prvních sto £len·?
Se vzorcem ur£ující výsledek je spjat p°íb¥h, který se traduje dodnes.

Myslete jako Gauss

Kdyº bylo malému chlapci se jménem Friedrich Gauss dev¥t let, nav²t¥voval obecnou
²kolu stejn¥, jako mnoho dal²ích d¥tí. Jednoho dne se stalo, ºe cht¥l mít jejich u£itel
celou hodinu klid a tak svým ºák·m zadal úkol se£íst v²echna £ísla od 1 do 100.
Údajn¥ malý Gauss b¥hem pár okamºik· vstal a odevzdal b°idlicovou tabulku na u£itel·v
st·l. Na tabulce se nenacházely ºádné výpo£ty, bylo zde jen velkými £íslicemi napsáno
5050. Coº byl správný výsledek!
Znal snad malý Gauss výsledek zpam¥ti? Jak na to tak rychle p°i²el?
Na to malý Gauss svému u£iteli s naprostou samoz°ejmostí vysv¥tluje, ºe výsledek sou£tu
£ísel od 1 do 100 se dá vypo£ítat zpam¥ti a to ihned!

Není nutné v²echna £ísla s£ítat jedno po druhém. On si se£etl první £íslo s posledním,
poté druhé s p°edposledním atd. Výsledkem bylo vºdy £íslo 101. A protoºe se zde nachází
p°esn¥ 50 takových dvojic (sou£t·), vynásobil £íslo 101 padesáti. Tak získal správný
výsledek 5050.

Dnes se uº nedozvíme, kolik p°esn¥ je na tomto p°íb¥hu pravdy. Nicmén¥ se v n¥m skývá
brilantní my²lenka a vzorec, který se pouºívá dodnes.

Zapi²me matematicky my²lenku obsaºenou v p°íb¥hu.
Se°adíme za sebe v²echna £ísla od 1 do 100 a utvo°íme dvojice: první £íslo s poledním, druhé s
p°edposledním, atd.
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Sou£et v kaºdé dvojici bude p°esn¥ 101. Dále takovýchto pár· vznikne p°esn¥ 50, coº je
polovina z £ísla 100. Pak nám uº zbývá jen ob¥ £ísla vynásobit a výsledek 5050 je na sv¥t¥.

Ustupme nyní od konkrétních hodnot a prove¤me stejný rozbor.
Se°a¤me za sebe prvních n £len· posloupnosti {an} a utvo°me dvojice, jako jsme to provedli
d°íve, tj. první £len a1 s posledním £lenem an, druhý £len a2 s p°edposledním £lenem an−1, atd.
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Takto nám vznikly na první pohled rozli£né sou£ty jako

a1 + an; a2 + an−1, a3 + an−2, . . .

Kaºdý z t¥chto sou£t· lze ale p°evést na stejný tvar. První dvojici nechme ve tvaru, ve kterém
se nachází. Naopak druhou dvojici m·ºeme p°epsat následovn¥, máme

a2 + an−1

zde ze znalosti prvního £lene a diference víme, ºe a2 = a1 + d a díky tomu nahradíme a2 a
dostaneme

a1 + d+ an−1

dále platí, ºe an = an−1 + d, tudíº namísto an−1 + d napí²eme an a obdrºíme

a1 + an

coº je stejné, jako první dvojice.
Tímto zp·sobem m·ºeme kaºdou dvojici p°epsat jako a1 + an a t¥chto dvojic bude polovina z
celkového po£tu s£ítaných £len·. Protoºe je po£et £len· n, potom po£et v²ech dvojic (sou£t·)
je n

2
. Nyní, kdyº vynásobíme ob¥ £ísla, získáme sou£et sn prvních n £len· a odpovídající vzorec

je tvaru
sn =

n

2
(a1 + an) .
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