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LineAdrni nezavislost

Tento letdk vam vysvétli, co se skryva pod pojmem linearni nezavislost. Pfedstavime si také
nékteré specialni typy matic.

Uvod
Kazdy systém linedrnich rovnic muzeme piepsat jako vektorovou rovnici. Napiiklad systém
201 + 2x9 — 3= —3

6372 — 35(73 = —12,

muzeme zapsat jako vektorovou rovnici

Tia; + Toas + r3ag = b, (2)
2 2 —1
kde ay, as, a3, b jsou sloupcové vektorya; = | 4 |, a,=1 0 |, ag= 2
0 6 -3
-3
ab= 8
—12

Rikéme, 7e rovnice (2) vyjadiuje b jako linearni kombinaci t¥ sloupcovych vektorii
koeficienti matice A. Systém (1) méa feSeni z1 = 1/2, 29 = —1/2 a 23 = 3. Tedy b =
(1/2)a; + (—1/2)as + 3a3. V tomto piipadé fikdme, ze b je linearni kombinaci vektorti a;, as a
as.

Obecné teceno, mame-li mnozinu vektori v prostoru R™ fikdme, 7e skupina vektoru je
linearné zavisla, kdyz spliiuje nasledujici vlastnost: Alespon jeden vektor muze byt vyjadien
jako linedrni kombinace ostatnich vektori. V opa¢ném piipadé, jestlize zadny vektor v skupiné
neni linearni kombinaci jinych vektort, pak skupina vektoru je linedrné nezavisla.

Novy pojem

Konec¢na skupina vektortt S = {ai, ..., a5} z vektorového prostoru V' se nazyva linearné
nezavisla jestlize rovnice

cia; +cas + ... +cpa, = 0. (3)

mé jediné feSeni ¢; = ... = ¢, = 0. V opa¢ném piipadé se nazyva linearné zavisla.

Takze nulovy vektor muze byt linearni kombinaci nezavislych vektori jen v trividlnim pii-
padé. Chceme-li ukazat, ze v uvedené definici linearni nezavislosti jsou rovnocenné, predpokla-
dejme nejprve, 7e a;, ag, . . ., a, jsou linearné zavislé podle definice (3). Pak rovnice c1a; +coas+
...+ cpa, = 0 musi platit alespon pro jeden koeficient ¢; rizny od 0. Pokud je to nezbytné,
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muzeme po pieusporadani vektori a; a odpovidajiciho nasobku ¢; polozit ¢; # 0. Regeni rov-
nice (3) pro a; ma potom tvar a; = —(cy/c1)as —...— (cn/c1)a,. Tedy a; je linedrni kombinaci
ostatnich vektor.

Naopak predpokladejme, 7e a; mize byt zapsan jako linearni kombinace dal$ich vektori, tj.
a; = dyay + dzag + ... + d,a,. Pak (—1)a; + dsas + dzaz + ... + d,a, = 0. Prvni koeficient v
rovnici je —1 a to je ruzné od 0, tak skupina vektori a;, as, ..., a, je linedrné zavisla definovano

v (3).

Tématicky piiklad. Dokazte, ze:

1. vektory a; = ( i) ) aap; = ( g ) jsou linearné zavislé. Doplite obrazkem.

1. . .
2. vektory a; = ( i) ) aap; = ( 9 ) jsou linearné nezavislé. Doplnte obrazkem.

Reseni. 1. Plati, ze ay = 2ay, tj. a; — 2a, = 0, nebot ¢; = 2 a ¢ = —1, pak je zfejmé, ze
c1a; +ca; = 0 a podminka (3) je splnéna. Tedy vektory jsou linearné zavislé. Dale vektor
a, ma stejny smér jako vektor a; a je dvakrat tak dlouhy. Ukazka na Obr.1

2. 'V tomto piipadé piepiSeme rovnici c;a; + csas = 0 do tvaru:

3Cl+ CQZO
Cl+2C2:O

Pro tyto dvé rovnice existuje jen jedno feSeni a to ¢; = co = 0, tedy vektory jsou linearné
nezavislé. Ukizka na Obr.2 +

3. 3.
2. 2.
a2z
1. 1. o
| 0 1 2 3. 4 5 6
Obr. 1 Vektory jsou linearné zavislé Obr. 2 Vektory jsou linedrné nezavislé

Je velmi uziteCné pro urcovani zavislosti resp. nezavislosti vektori vuzivat geometrickou
predstavu pro vektory z prostoru R?, jako v piikladu vySe. V R3 uvazujme riiznobézné tiisloz-
kové vektory a; a a, zacinajici v pocatku. Jestlize t; a t, jsou realna cisla, pak vektor x =
tia; + tsas je linearni kombinaci vektori a; a as a fikame, ze lezi v roviné generované vektory
a; a a,. Kazdy vektor v roviné generované a; a a, je linearné zavisly na a; a as. Uvazujme v
R3 dalsi vektor as, ktery nepat¥i do roviny generované a, a as. Pak vektory a;,a; a as jsou
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linearné nezavislé. Obecné, t¥i vektory v R? jsou linearné zavislé, pravé tehdy, kdyz lezi v jedné
roviné. Tii vektory v R? jsou linearné nezavislé, pravé tehdy, kdyz Zadna rovina neobsahuje
vSechny tii vektory. Obrazky Obr. 3. a Obr. 4. pfedstavuji geometrickou interpretaci téchto
vyrazu.

A A

x3 xr3
as :
\

T > T X1 >
al I
as
T2 2
a2 42 \ a
\
Obr. 3. Vektory jsou linearné zavislé Obr. 4. Vektory jsou linearné nezévislé

UZitecnd pozndmka. V prostoru R dva vektory dimenze m jsou zavislé pravé tehdy, kdyz jeden
vektor je pfimo tmérny druhému, tak Ze plati a; = cay. Jestlize ¢ # 0, vektory se nazyvaji
paralelni.

Tématicky priklad. Piedpokladejme, ze a,b a ¢ jsou linedrné nezavislé vektory v R™. Jsou
vektory a — b, b — ¢ a a — ¢ linearné nezavislé?

Regend. Predpokladejme, 7e ¢;(a —b) + ¢y(b — ¢) + c3(a — ¢) = 0. Upravou rovnice dostaneme
(c1+e3)a+ (—c1+ )b+ (—cp —c3)c = 0. Vzhledem k tomu, Ze a, b a ¢ jsou linearné nezavislé,
pak plati, ze ¢c;+c3 = 0, —c1+co = 0 a —ca—c3 = 0. Tedy tyto rovnice jsou splnény (na piiklad),
kdyz ¢y =co =1, a c3 = —1, tedy a— b,b —c a a— c jsou linearné zavislé.

Linearni zavislost a systém linearnich rovnic

Uvazujme obecny systém m rovnic o n neznamych zapsany v klasické formé a také ve tvaru
vektorové rovnice:

a1ry+ ...+ ATy = b1

........................ = ria,+...2,a, = b (4)

Am1T1 + .+ AmnTn = bm
kde ay, ..., a, jsou sloupcové vektory koeficientti a b je sloupcovy vektor koeficientii by, ..., b,,.
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Predpokladejme, 7Ze systém (4) ma dvé feseni u' = (uy,...,u,) a v = (vy,...,v,). Pak

wa; + ...+ uya, = b avia; + ...+ v,a, = b. Protoze vpravo mame v obou rovnicich b
muzeme porovnat levé strany a upravit do tvaru:

(U,l — vl)al + ...+ (’Un — vn)an =0 (5)

Necht ¢y = uy — vy, ..., ¢, = U, —v,. Dvé FeSeni jsou rozdilna jen tehdy, kdyz vSechna ¢y, ..., ¢,
jsou razna od 0. Shriime, 7ze kdyz systém (5) méa vice nez jedno feSeni, pak sloupcové vektory
ai,...,a, jsou linearné zavislé. Ekvivalentné: Kdyz sloupcové vektory ay,...,a, jsou linearné
nezavislé, pak ma systém (5) nejvyse jedno feseni. Bez informace o tom jak vypada prava strana
systému b nemiiZzeme obecné tict, jestli systém mé viibec néjaké fesSeni.

Zvazme déale ptipad, kdy m =n

Dilezité tvrzeni

Mame-li n sloupcovych vektori ay, as, ..., a, uspofddané v matici n x n.
ann Q2 ... Qin ay;
A .CL21 .az2 . .a2n Kde a, = A2
.anl .ang 500 am Qpj
tyto vektory jsou linearné nezavislé pravé tehdy, kdyz |A| # 0.
J

Podivejme se blize na naSe tvrzeni. Vektory a;, as, . .., a, jsou linedrné nezavislé prave tehdy,
kdyz vektorova rovnice xia; + xoas + ... 2,2, = 0 ma pouze trividlni feSeni z; = x5 = ... =
xn, = 0. Tato vektorova rovnice je ekvivalentni k homogennimu systému rovnic a trivialni feSeni

mé jen tehdy, kdyz |A| # 0.

Cviceni
. 8 . o o . [ 2 -1
1. Vyjadiete vektor 9 jako linearni kombinaci vektori 5 )@ 3 )

2. Urcete, které z nasledujicich dvojic vektorii jsou linedrné nezavislé

o () () (B)) o ()(4)

1 2 0
3. Dokazte, ze | 0 |, 1 | a| 1 | jsoulinearné zavislé.
1 0 1
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