
Lineární nezávislost

Tento leták vám vysv¥tlí, co se skrývá pod pojmem lineární nezávislost. P°edstavíme si také
n¥které speciální typy matic.

Úvod

Kaºdý systém lineárních rovnic m·ºeme p°epsat jako vektorovou rovnici. Nap°íklad systém

2x1 + 2x2 − x3 = −3
4x1 + + 2x3 = 3 (1)

6x2 − 3x3 = −12,

m·ºeme zapsat jako vektorovou rovnici

x1a1 + x2a2 + x3a3 = b, (2)

kde a1, a2, a3,b jsou sloupcové vektory a1 =

 2
4
0

 , a2 =

 2
0
6

 , a3 =

 −12
−3


a b =

 −3
8

−12

 .

�íkáme, ºe rovnice (2) vyjad°uje b jako lineární kombinaci t°í sloupcových vektor·
koe�cient· matice A. Systém (1) má °e²ení x1 = 1/2, x2 = −1/2 a x3 = 3. Tedy b =
(1/2)a1 + (−1/2)a2 + 3a3. V tomto p°ípad¥ °íkáme, ºe b je lineární kombinací vektor· a1, a2 a
a3.

Obecn¥ °e£eno, máme-li mnoºinu vektor· v prostoru Rm °íkáme, ºe skupina vektor· je
lineárn¥ závislá, kdyº spl¬uje následující vlastnost: Alespo¬ jeden vektor m·ºe být vyjád°en
jako lineární kombinace ostatních vektor·. V opa£ném p°ípad¥, jestliºe ºádný vektor v skupin¥
není lineární kombinací jiných vektor·, pak skupina vektor· je lineárn¥ nezávislá.

Nový pojem

Kone£ná skupina vektor· S = {a1, ..., ak} z vektorového prostoru V se nazývá lineárn¥
nezávislá jestliºe rovnice

c1a1 + c2a2 + . . .+ cnan = 0. (3)

má jediné °e²ení c1 = . . . = cn = 0. V opa£ném p°ípad¥ se nazývá lineárn¥ závislá.

Takºe nulový vektor m·ºe být lineární kombinací nezávislých vektor· jen v triviálním p°í-
pad¥. Chceme-li ukázat, ºe v uvedené de�nici lineární nezávislosti jsou rovnocenné, p°edpoklá-
dejme nejprve, ºe a1, a2, . . . , an jsou lineárn¥ závislé podle de�nice (3). Pak rovnice c1a1+c2a2+
. . . + cnan = 0 musí platit alespo¬ pro jeden koe�cient ci r·zný od 0. Pokud je to nezbytné,
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m·ºeme po p°euspo°ádání vektor· ai a odpovídajícího násobku c1 poloºit c1 6= 0. �e²ení rov-
nice (3) pro a1 má potom tvar a1 = −(c2/c1)a2− . . .− (cn/c1)an. Tedy a1 je lineární kombinací
ostatních vektor·.

Naopak p°edpokládejme, ºe a1 m·ºe být zapsán jako lineární kombinace dal²ích vektor·, tj.
a1 = d2a2 + d3a3 + . . . + dnan. Pak (−1)a1 + d2a2 + d3a3 + . . . + dnan = 0. První koe�cient v
rovnici je −1 a to je r·zné od 0, tak skupina vektor· a1, a2, . . . , an je lineárn¥ závislá de�nováno
v (3).

Tématický p°íklad. Dokaºte, ºe:

1. vektory a1 =
(

3
1

)
a a2 =

(
6
2

)
jsou lineárn¥ závislé. Dopl¬te obrázkem.

2. vektory a1 =
(

3
1

)
a a2 =

(
1
2

)
jsou lineárn¥ nezávislé. Dopl¬te obrázkem.

�e²ení. 1. Platí, ºe a2 = 2a1, tj. a1 − 2a2 = 0, nebo´ c1 = 2 a c2 = −1, pak je z°ejmé, ºe
c1a1+c2a2 = 0 a podmínka (3) je spln¥na. Tedy vektory jsou lineárn¥ závislé. Dále vektor
a2 má stejný sm¥r jako vektor a1 a je dvakrát tak dlouhý. Ukázka na Obr.1

2. V tomto p°ípad¥ p°epí²eme rovnici c1a1 + c2a2 = 0 do tvaru:

3c1 + c2 = 0

c1 + 2c2 = 0

Pro tyto dv¥ rovnice existuje jen jedno °e²ení a to c1 = c2 = 0, tedy vektory jsou lineárn¥
nezávislé. Ukázka na Obr.2 +
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Obr. 1 Vektory jsou lineárn¥ závislé
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Obr. 2 Vektory jsou lineárn¥ nezávislé

Je velmi uºite£né pro ur£ování závislosti resp. nezávislosti vektor· vuºívat geometrickou
p°edstavu pro vektory z prostoru R2, jako v p°íkladu vý²e. V R3 uvaºujme r·znob¥ºné t°ísloº-
kové vektory a1 a a2 za£ínající v po£átku. Jestliºe t1 a t2 jsou reálná £ísla, pak vektor x =
t1a1 + t2a2 je lineární kombinací vektor· a1 a a2 a °íkáme, ºe leºí v rovin¥ generované vektory
a1 a a2. Kaºdý vektor v rovin¥ generované a1 a a2 je lineárn¥ závislý na a1 a a2. Uvaºujme v
R3 dal²í vektor a3, který nepat°í do roviny generované a1 a a2. Pak vektory a1, a2 a a3 jsou

Handout 2 Matematika 1
II. kapitola



Matice

Math & Stats

Support Centre

lineárn¥ nezávislé. Obecn¥, t°i vektory v R3 jsou lineárn¥ závislé, práv¥ tehdy, kdyº leºí v jedné
rovin¥. T°i vektory v R3 jsou lineárn¥ nezávislé, práv¥ tehdy, kdyº ºádná rovina neobsahuje
v²echny t°i vektory. Obrázky Obr. 3. a Obr. 4. p°edstavují geometrickou interpretaci t¥chto
výraz·.

x1

x3

x2 a2

a1
a3

Obr. 3. Vektory jsou lineárn¥ závislé

x1

x3

x2 a2 a1

a3

Obr. 4. Vektory jsou lineárn¥ nezávislé

Uºite£ná poznámka. V prostoru Rm dva vektory dimenzem jsou závislé práv¥ tehdy, kdyº jeden
vektor je p°ímo úm¥rný druhému, tak ºe platí a1 = ca2. Jestliºe c 6= 0, vektory se nazývají
paralelní.

Tématický p°íklad. P°edpokládejme, ºe a,b a c jsou lineárn¥ nezávislé vektory v Rn. Jsou
vektory a− b,b− c a a− c lineárn¥ nezávislé?

�e²ení. P°edpokládejme, ºe c1(a− b) + c2(b− c) + c3(a− c) = 0. Úpravou rovnice dostaneme
(c1+ c3)a+(−c1+ c2)b+(−c1− c3)c = 0. Vzhledem k tomu, ºe a,b a c jsou lineárn¥ nezávislé,
pak platí, ºe c1+c3 = 0,−c1+c2 = 0 a −c2−c3 = 0. Tedy tyto rovnice jsou spln¥ny (na p°íklad),
kdyº c1 = c2 = 1, a c3 = −1, tedy a− b,b− c a a− c jsou lineárn¥ závislé.

Lineární závislost a systém lineárních rovnic

Uvaºujme obecný systém m rovnic o n neznámých zapsaný v klasické form¥ a také ve tvaru
vektorové rovnice:

a11x1 + . . .+ a1nxn = b1

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ⇔ x1a1 + . . . xnan = b (4)
am1x1 + . . .+ amnxn = bm

kde a1, . . . , an jsou sloupcové vektory koe�cient· a b je sloupcový vektor koe�cient· b1, . . . , bm.
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P°edpokládejme, ºe systém (4) má dv¥ °e²ení u′ = (u1, . . . , un) a v′ = (v1, . . . , vn). Pak
u1a1 + . . . + unan = b a v1a1 + . . . + vnan = b. Protoºe vpravo máme v obou rovnicích b

m·ºeme porovnat levé strany a upravit do tvaru:

(u1 − v1)a1 + . . .+ (un − vn)an = 0 (5)

Nech´ c1 = u1−v1, . . . , cn = un−vn. Dv¥ °e²ení jsou rozdílná jen tehdy, kdyº v²echna c1, . . . , cn
jsou r·zná od 0. Shr¬me, ºe kdyº systém (5) má více neº jedno °e²ení, pak sloupcové vektory
a1, . . . , an jsou lineárn¥ závislé. Ekvivalentn¥: Kdyº sloupcové vektory a1, . . . , an jsou lineárn¥
nezávislé, pak má systém (5) nejvý²e jedno °e²ení. Bez informace o tom jak vypadá pravá strana
systému b nem·ºeme obecn¥ °íct, jestli systém má v·bec n¥jaké °e²ení.

Zvaºme dále p°ípad, kdy m = n

D·leºité tvrzení

Máme-li n sloupcových vektor· a1, a2, . . . , an uspo°ádané v matici n× n.

A =


a11 a12 . . . a1n
a21 a22 . . . a2n
...

... . . . ...
an1 an2 . . . ann

 kde aj =


a1j
a2j
...
anj


tyto vektory jsou lineárn¥ nezávislé práv¥ tehdy, kdyº |A| 6= 0.

Podívejme se blíºe na na²e tvrzení. Vektory a1, a2, . . . , an jsou lineárn¥ nezávislé práv¥ tehdy,
kdyº vektorová rovnice x1a1 + x2a2 + . . . xnan = 0 má pouze triviální °e²ení x1 = x2 = . . . =
xn = 0. Tato vektorová rovnice je ekvivalentní k homogennímu systému rovnic a triviální °e²ení
má jen tehdy, kdyº |A| 6= 0.

Cvi£ení

1. Vyjád°ete vektor
(

8
9

)
jako lineární kombinaci vektor·

(
2
5

)
a
(
−1
3

)
.

2. Ur£ete, které z následujících dvojic vektor· jsou lineárn¥ nezávislé

a)
(
−1
2

)
,

(
3
−6

)
b)

(
2
−1

)
,

(
3
4

)
c)

(
−1
1

)
,

(
1
−1

)
.

3. Dokaºte, ºe

 1
0
1

,

 2
1
0

 a

 0
1
1

 jsou lineárn¥ závislé.
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