
Skalární sou£in

Jedním ze zp·sob·, jak m·ºeme dva vektory kombinovat, je skalární sou£in. Výsledkem ska-
lárního sou£inu dvou vektor·, jak jiº název napovídá, je skalár. V tomto letáku se nau£íte, jak
vypo£ítat skalární sou£in a setkáte se s n¥kterými geometrickými aplikacemi.

Po p°e£tení tohoto textu byste m¥li být schopni:
• de�novat skalární sou£in dvou vektor·
• uvést n¥které d·leºité vlastnosti skalárního sou£inu
• vypo£ítat skalární sou£in dvou vektor· daných v kartézském tvaru
• pouºít skalární sou£in v n¥kterých geometrických aplikacích
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Úvod

Jedním ze zp·sob·, jak m·ºeme dva vektory kombinovat, je skalární sou£in. Výsledkem
skalárního sou£inu dvou vektor·, jak jiº název napovídá, je skalár.

De�nice skalárního sou£inu

Podíváme se na dva vektory a a b nakreslené na Obrázku 1. V²imn¥te si, ºe tyto dva vektory
za£ínají ve stejném bod¥. Úhel mezi nimi je ozna£en θ.

Obrázek 1. Vektory a a b, mezi kterými je úhel θ.

Skalární sou£in a a b de�nujeme následovn¥:

Nový pojem: Skalární sou£in

Skalární sou£in vektor· a a b je de�nován jako

a · b = |a||b| cos θ,

kde |a| je modul (velikost) vektoru a, |b| je modul (velikost) vektoru b a θ je úhel mezi
vektory a a b.
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Tématický p°íklad. Uvaºujme dva vektory a a b (Obrázek 2). P°edpokládejme, ºe vektor a
má velikost 4, vektor b má velikost 5 a úhel mezi nimi je 60◦.

Obrázek 2. Dva vektory a a b, mezi kterými je úhel 60◦.

Podle vý²e uvedené de�nice nalezneme skalární sou£in vektor· a a b

a · b = |a||b| cos θ
= 4× 5× cos 60◦

= 4× 5× 1

2
= 10

Skalární sou£in t¥chto vektor· je £íslo 10. V²imn¥te si, ºe odpov¥dí je skalár, tedy £íslo a ne
vektor. Nau£ili jsme se tedy zp·sob, jakým lze kombinovat dva vektory, abychom získali skalár.

N¥které vlastnosti skalárního sou£inu

Komutativita a distributivita

P°edpokládejme, ºe pro dva vektory v p°edchozím p°íkladu spo£ítáme sou£in v opa£ném po°adí.
To znamená, ºe chceme najít b · a. De�nice skalárního sou£inu vektor· b · a je

D·leºité tvrzení

Skalární sou£in vektor· b a a je de�nován jako

b · a = |b||a| cos θ.

Pouºijeme £ísla z p°íkladu 1 a vypo£teme

b · a = |b||a| cos θ
= 5× 4× cos 60◦

= 5× 4× 1

2
= 10.

Vidíme, ºe výsledek je stejný a nezáleºí na po°adí. Obecn¥ platí:

a · b = b · a
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Tato vlastnost skalárního sou£inu se nazývá komutativita. Poukazujeme na to proto, ºe v dal-
²ím letáku se dozvíte o jiném zp·sobu kombinování vektor· známém jako vektorový sou£in.
Vektorový sou£in není komutativní, a proto záleºí na po°adí, ve kterém zapí²eme oba vektory.

D·leºité tvrzení: Komutativita

Skalární sou£in je komutativní, kdyº

a · b = b · a.

Dal²í vlastností skalárního sou£inu je distributivita. To znamená, ºe

a · (b+ c) = a · b+ a · c.

Nebudeme tento výsledek dokazovat, ale vyuºijeme jej pozd¥ji p°i odvození vzorce pro nalezení
skalárního sou£inu.

D·leºité tvrzení: Distributivita

Skalární sou£in je distributivní, kdyº

a · (b+ c) = a · b+ a · c

nebo také ekvivalentn¥
(b+ c) · a = b · a+ c · a.

Skalární sou£in dvou na sebe kolmých vektor·

Motiva£ní p°íklad. Uvaºujme dva vektory a a b (Obrázek 3). Úhel mezi nimi je 90◦.

Obrázek 3. Dva na sebe kolmé vektory a a b.

Vypo£teme skalární sou£in vektor· a a b

a · b = |a||b| cos θ
= |a||b| cos 90◦

= 0,

protoºe cos 90◦ = 0. Skalární sou£in dvou vektor·, které svírají pravý úhel, je vºdy 0. �íkáme,
ºe tyto vektory jsou na sebe kolmé.

D·leºité tvrzení

Pro dva na sebe kolmé vektory platí

a · b = 0
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Uºite£ná poznámka. Máme-li dva nenulové vektory a a b, jejichº skalární sou£in je nula, pak
tyto vektory musí být kolmé.

Skalární sou£in dvou vektor· daných v kartézském tvaru

Uvaºujme nyní, ºe chceme najít skalární sou£in dvou vektor·, které jsou zadané v kartézském
tvaru. Nap°.

a = 3i− 2j + 7k, b = −5i+ 4j − 3k,

kde i, j a k jsou jednotkové vektory ve sm¥rech os x, y a z.

Motiva£ní p°íklad. P°edpokládejme, ºe chceme najít skalární sou£in vektor· i · j (Obrázek
4). V²imn¥te si, ºe vektory i a j leºí podél os x a y, proto musí být kolmé, tzn. skalární sou£in
i · j musí být nulový. Stejný výsledek dostaneme i pro skalární sou£in vektor· i · k a j · k.

Obrázek 4. Dva na sebe kolmé vektory a a b.

Motiva£ní p°íklad. P°edpokládejme, ºe chceme najít i · i (Obrázek 4). Vektor i je jednotkový
vektor, takºe jeho délka je 1. Úhel, který svírá vektor sám se sebou, musí být nula. Pak

i · i = |i||i| cos 0◦

= 1× 1× 1

= 1,

jelikoº cos 0◦ = 1. Potom j · j = 1 a k · k = 1.

D·leºité tvrzení

Pokud i, j a k jsou jednotkové vektory ve sm¥rech os x, y a z, pak

i · j = 0, i · k = 0, j · k = 0,

i · i = 1, j · j = 1, k · k = 1.

Tyto výsledky m·ºeme pouºít k odvození vzorce pro nalezení skalárního sou£inu dvou vektor·
uvedených v kartézském tvaru:
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P°edpokládejme, ºe a = a1i+ a2j + a3k a b = b1i+ b2j + b3k, pak

a · b = (a1i+ a2j + a3k) · (b1i+ b2j + b3k)

= a1i · (b1i+ b2j + b3k) + a2j · (b1i+ b2j + b3k) + a3k · (b1i+ b2j + b3k)

= a1i · b1i+ a1i · b2j + a1i · b3k + a2j · b1i+ a2j · b2j + a2j · b3k + a3k · b1i+ a3k · b2j
+ a3k · b3k = a1b1i · i+ a1b2i · j + a1b3i · k + a2b1j · i+ a2b2j · j + a2b3j · k + a3b1k · i
+ a3b2k · j + a3b3k · k.

Z p°edchozího tvrzení plyne, ºe v¥t²ina t¥chto sou£in· je rovna nule a pro zbylé platí i · i =
j · j = k · k = 1. Dostaneme

a · b = a1b1 + a2b2 + a3b3.

Tento vzorec m·ºeme pouºít pro výpo£et skalárního sou£inu dvou vektor· zadaných v kartéz-
ském tvaru.

D·leºité tvrzení

Pokud máme zadané vektory a a b ve tvaru a = a1i+ a2j + a3k, b = b1i+ b2j + b3k, pak
je jejich skalární sou£in

a · b = a1b1 + a2b2 + a3b3

V²imn¥te si, ºe výsledek získáme, pokud vynásobíme £ásti i, j a k a nakonec výsledky se£teme.
N¥kdy se tento vzorec nazývá vnit°ní sou£in vektor· a a b.

Tématický p°íklad. Vypo£t¥te skalární sou£in dvou vektor· a a b, kde a = 4i + 3j + 7k,
b = 2i+ 5j + 4k. �e²ení:

a · b = (4)(2) + (3)(5) + (8)(4)

= 8 + 15 + 28

= 51.

Tématický p°íklad. Vypo£t¥te skalární sou£in dvou vektor· a a b, kde a = −6i + 3j − 11k,
b = 12i+ 4k. V²imn¥te si, ºe £ást j vektoru b je nula. �e²ení:

a · b = (−6)(12) + (3)(0) + (−11)(4)
= −72 + 0− 44

= −116.

�asto bývá uºite£né vyuºít sloupcového zápisu vektor·. Uvaºujme op¥t poslední p°íklad. Vek-
tory a a b zapí²eme ve sloupcovém tvaru

a =

 −63
−11

 , b =

12
0
4


a skalární sou£in

a · b =

 −63
−11

 ·
12

0
4

 = (−6)(12) + (3)(0) + (−11)(4) = −116.
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Cvi£ení 1
1. Pro a = 4i+ 9j a b = 3i+ 2j najd¥te (a) a · b, (b) b · a, (c) a · a, (d) b · b.
2. Najd¥te skalární sou£in vektor· 5i a 8j.
3. Pro p = 4i+ 3j + 2k a q = 2i− j + 11k najd¥te (a) p · q, (b) q · p, (c) p · p, (d) q · q.
4. Pro r = 3i+ 2j + 8k dokaºte, ºe r · r = r2.

5. Pro a =

 2
−3
−4

 a b =

−214
1

 najd¥te (a) a · b, (b) b · a, (c) a · a, (d) b · b.

6. Body A, B a C mají sou°adnice (3, 2, 1), (5, 4, 2) a (−4, 2, 1) v tomto po°adí. Najd¥te
skalární sou£in vektor·

−→
AB a

−→
AC.

Aplikace skalárního sou£inu

V této £ásti se podíváme na n¥které aplikace, kde lze vyuºít skalární sou£in.

Pouºítí skalárního sou£inu k ov¥°ení, zda jsou dva vektory kolmé

B¥ºnou aplikací skalárního sou£inu je ov¥°ení, zda jsou dva vektory kolmé. Uvaºujme de�nici

a · b = |a||b| cos θ.

Pokud vektory a a b jsou nenulové a jejich skalární sou£in a · b je roven nule, pak lze odvodit,
ºe cos θ se musí rovnat nule, takºe θ = 90◦, tj. a a b jsou kolmé.

Tématický p°íklad. P°edpokládejme, ºe chceme zjistit, zda jsou, nebo nejsou vektory a a b
kolmé, kde

a =

 3
2
−1

 , b =

 1
−2
−1

 .

V²imn¥te si, ºe ani a, ani b nejsou nulové vektory. Vypo£teme skalární sou£in

a · b =

 3
2
−1

 ·
 1
−2
−1

 = (3)(1) + (2)(−2) + (−1)(−1) = 3− 4 + 1 = 0

a vidíme, ºe vektory a a b jsou na sebe skute£n¥ kolmé.

Uºite£ná poznámka. Pokud a a b nejsou nulové vektory a zárove¬ pro n¥ platí a · b = 0, pak
vektory a a b jsou na sebe kolmé.

Pouºití skalárního sou£inu pro nalezení úhlu mezi dv¥ma vektory

Jednou z b¥ºných aplikací skalárního sou£inu je hledání úhlu mezi dv¥ma vektory. Z de�nice
skalárního sou£inu

a · b = |a||b| cos θ
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m·ºeme získat výraz pro cos θ

cos θ =
a · b
|a||b|

. (1)

Pokud jsou dány vektory a a b v kartézském tvaru, je moºné vypo£ítat skalární sou£in a · b.
Velikost kaºdého vektoru m·ºeme spo£ítat jako

|a| =
√
a21 + a22 + a23, |b| =

√
b21 + b22 + b23.

Rovnice (1) m·ºe být pouºita k nalezení úhlu mezi dv¥ma vektory.

D·leºité tvrzení

Pro úhel θ mezi dv¥ma vektory a a b platí

cos θ =
a · b
|a||b|

.

Tématický p°íklad. Najd¥te úhel mezi vektory a = 4i+ 3j + 7k a b = 2i+ 5j + 4k. �e²ení:
Skalární sou£in a · b se rovná 51 (výpo£et v p°íkladu 5). Velikost kaºdého vektoru je

|a| =
√
42 + 32 + 72 =

√
74,

|b| =
√
22 + 52 + 42 =

√
45.

Pak z rovnice (1) plyne

cos θ =
a · b
|a||b|

=
51√
74
√
45

= 0.8838.

Pomocí kalkula£ky ur£íme úhel

θ = cos−1 0.8838 = 27, 90◦.

Úhel mezi vektory a a b je 27, 90◦.

Nalezení £ásti vektoru ve sm¥ru dal²ího vektoru

Dal²í aplikací skalárního sou£inu je nalezení £ásti jednoho vektoru ve sm¥ru druhého. M·ºeme
si p°edstavit, ºe vektor b je tvo°en sloºkou ve sm¥ru vektoru a,

−−−→
(OA), spolu s kolmou sloºkou,

−−−→
(AB). Sloºka ve sm¥ru a se nazývá projekce b na a (Obrázek 5).

Obrázek 5. Projekce b na a je l.
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Z pravoúhlého trojúhelníku OAB a uºitím trigonometrie vidíme, ºe

cos θ =
l

|b|
,

l = |b| cos θ.

Pomocí vzore£ku pro cos θ získaného v p°edchozí £ásti dostáváme

l = |b| cos θ

= |b| a · b
|a||b|

=
a · b
|a|

.

Analogický tvar
l = b · a

|a|
.

D·leºité tvrzení

Projekci l vektoru b na a lze nalézt pomocí skalárního sou£inu b a jednotkového vektoru
ve sm¥ru a

l = b · â.

Tématický p°íklad. Najd¥te £ást b = 3i+ j + 4k ve sm¥ru a = i− j + k. �e²ení:
Jednotkový vektor ve sm¥ru a je

â =
a

|a|
=

1√
3
(i− j + k).

Pak

b · â =

3
1
4

 · 1√
3

 1
−1
1

 =
1√
3
(3− 1 + 4) =

6√
3
= 2
√
3.

�ást b = 3i+ j + 4k ve sm¥ru a = i− j + k je 2
√
3.

Cvi£ení 2
1. BodyA, B a C mají sou°adnice (3, 2, 1), (5, 4, 2) a (−4, 2, 1) v tomto po°adí. Skalární

sou£in
−→
AB a

−→
AC byl nalezen v p°edchozím cvi£ení £. 6. Najd¥te úhel mezi

−→
AB a

−→
AC.

2. Ur£ete, zda vektory 2i+ 4j a −i+ 1
2
j jsou nebo nejsou kolmé.

3. Stanovte p · i pro p = 4i+ 8j. Najd¥te úhel, který je mezi p a osou x.
4. Najd¥te £ást vektoru r = i− j + 3k ve sm¥ru a = 7i− 2j + 2k.

Odpov¥di na cvi£ení

Cvi£ení 1
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1. (a) 30, (b) 30, (c) 97, (d) 13.
2. 0.
3. (a) 27, (b) 27, (c) 29, (d) 126.
4. 77.
5. (a) −50, (b) −50, (c) 29, (d) 201.
6. −14.

Cvi£ení 2
1. 131.8◦.
2. Jedná se o nenulové vektory. Jejich skalární sou£in je nulový, tzn. musí být na sebe kolmé.
3. p · i = 4. Poºadovaný úhel je 63.4◦.
4. 15√

57
= 1.987.
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