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Skalarni soucin

Jednim ze zpusobu, jak muzeme dva vektory kombinovat, je skalarni soucin. Vysledkem ska-
larntho soucinu dvou vektort, jak jiz nazev napovida, je skalar. V tomto letdku se naucite, jak
vypocitat skalarni soucin a setkate se s nékterymi geometrickymi aplikacemi.

Po pfecteni tohoto textu byste méli byt schopni:
e definovat skalarni soucin dvou vektoru
e uveést nékteré dulezité vlastnosti skalarniho soucinu
e vypocitat skalarni souc¢in dvou vektort danych v kartézském tvaru
e pouzit skaldrni soucin v nékterych geometrickych aplikacich
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Uvod

Jednim ze zpusobi, jak mizeme dva vektory kombinovat, je skalarni soucin. Vysledkem
skalarniho souc¢inu dvou vektort, jak jiz nazev napovida, je skalér.

Definice skalarniho souc¢inu

Podivame se na dva vektory a a b nakreslené na Obrazku 1. VSimnéte si, Ze tyto dva vektory
zatinaji ve stejném bodé. Uhel mezi nimi je oznacen 6.

Obrazek 1. Vektory a a b, mezi kterymi je tihel 6.

Skalarni soucin a a b definujeme nésledovné:

Novy pojem: Skalarni soucin

Skalarni soucin vektori a a b je definovan jako
a-b=lallb| cosb,

kde |a| je modul (velikost) vektoru a, |b| je modul (velikost) vektoru b a 6 je tihel mezi
vektory a a b.

sigma s graniey

http://mathstat.econ.muni.cz/ 1 Matematika 1
I1. kapitola

SN ==



Y
norway Math & Stats
grants Matice Support Centre

Tématicky pi¥iklad. Uvazujme dva vektory a a b (Obrazek 2). Predpokladejme, ze vektor a
ma velikost 4, vektor b ma velikost 5 a thel mezi nimi je 60°.

Obrézek 2. Dva vektory a a b, mezi kterymi je thel 60°.

Podle vysSe uvedené definice nalezneme skalarni soucin vektori a a b

a-b = |a||b|cosb
= 4 x5 x cos60°
1
= Ax5x =
x5 x5
= 10

Skalédrni sou¢in téchto vektori je ¢islo 10. VSimnéte si, ze odpovédi je skalar, tedy ¢islo a ne
vektor. Naudcili jsme se tedy zpiisob, jakym lze kombinovat dva vektory, abychom ziskali skalér.

Nékteré vlastnosti skalarniho souc¢inu

Komutativita a distributivita

Predpokladejme, ze pro dva vektory v pfedchozim piikladu spocitame soucin v opa¢ném potadi.
To znamené, 7e chceme najit b - a. Definice skaldrniho soucinu vektortu b - a je

Dilezité tvrzeni

Skalarni soucin vektori b a a je definovan jako

b-a = |blla| cos@.

PouZijeme ¢isla z prikladu 1 a vypocteme

b-a = |bl|la|cosb
= 5 x4 x cos60°
1
= 5x4x-
xdx g
= 10.

Vidime, Ze vysledek je stejny a nezalezi na pofadi. Obecné plati:

a-b=b-a
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Tato vlastnost skalarniho soucinu se nazyva komutativita. Poukazujeme na to proto, ze v dal-
Sim letaku se dozvite o jiném zpisobu kombinovani vektori zndmém jako vektorovy soucin.
Vektorovy soucin neni komutativni, a proto zéilezi na potradi, ve kterém zapiSeme oba vektory.

Dilezité tvrzeni: Komutativita

Skalarni soucin je komutativni, kdyz

Dalsi vlastnosti skalarniho sou¢inu je distributivita. To znamen4, ze
a-(b+c)=a-b+a-c.

Nebudeme tento vysledek dokazovat, ale vyuzijeme jej pozdéji pii odvozeni vzorce pro nalezeni
skalarniho soucinu.

Diilezité tvrzeni: Distributivita

Skalérni soucin je distributivni, kdyz
a-(b+c)=a-b+a-c

nebo také ekvivalentné
(b+c)-a=b-a+c-a.

Skalarni soucin dvou na sebe kolmych vektort

Motivaéni p¥iklad. Uvazujme dva vektory a a b (Obrazek 3). Uhel mezi nimi je 90°.

a

Obrézek 3. Dva na sebe kolmé vektory a a b.
Vypoéteme skaldrni soucin vektori a a b
a-b = |a||b|cosf
= |al|b| cos 90°
0,

protoze cos 90° = 0. Skalarni soucin dvou vektori, které sviraji pravy thel, je vzdy 0. Rikame,
ze tyto vektory jsou na sebe kolmé.

DilezZité tvrzeni

Pro dva na sebe kolmé vektory plati
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Uzitecnd pozndmka. Méame-li dva nenulové vektory a a b, jejichz skalarni soucin je nula, pak
tyto vektory musi byt kolmé.

Skalarni soucin dvou vektort danych v kartézském tvaru

Uvazujme nyni, Ze chceme najit skalarni souc¢in dvou vektori, které jsou zadané v kartézském
tvaru. Napft.
a=3t—2j+7k, b= —bi+4j5— 3k,

kde i, j a k jsou jednotkové vektory ve smérech os x, y a z.
Motiva¢ni p¥iklad. Piedpokladejme, Ze chceme najit skalarni soucin vektori i - j (Obrazek

4). Vimnéte si, ze vektory i a j lezi podél os = a y, proto musi byt kolmé, tzn. skalarni soucin
¢ - 7 musi byt nulovy. Stejny vysledek dostaneme i pro skalarni soucin vektori ¢ -k a j - k.

Obrazek 4. Dva na sebe kolmé vektory a a b.

Motiva¢ni pFiklad. Predpokladejme, ze chceme najit i -7 (Obrazek 4). Vektor ¢ je jednotkovy
vektor, takZe jeho délka je 1. Uhel, ktery svira vektor sam se sebou, musi byt nula. Pak

i-1 = |i||i] cos0°
= 1x1x1
L,

jelikoz cos0° =1. Potom j-j=1ak-k=1.

Diilezité tvrzeni

Pokud i, 5 a k jsou jednotkové vektory ve smérech os x, y a z, pak
1-7=0, i-k=0, j-k=0,

ii=1, j-j=1, k-k=1

J

Tyto vysledky miizeme pouzit k odvozeni vzorce pro nalezeni skalarntho soucinu dvou vektort
uvedenych v kartézském tvaru:
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Predpokladejme, Ze a = a1 + asj + azk a b = byt + baj + b3k, pak

a-b = (a1t + ayj + ask) - (byi + byj + bsk)
= ayi- (byi + boj + bsk) + agj - (byi + baj + bsk) + ask - (byi + baj + bsk)
= a1t - byt + a1t - baJ + ayt - bsk + asj - bii + asj - bag + aog - b3k + azk - byi + azk - by
+ agk - b3k = a1byi - i 4+ a1boi - § + a1bsi - k 4+ asbyg -1+ asbeg - § 4 asbsg - k + asbik -1
+ agbok - 5+ aszbsk - k.
7. ptredchoziho tvrzeni plyne, 7e vétSina téchto soucini je rovna nule a pro zbylé plati ¢ - i =
j+7==k-k=1. Dostaneme
a-b=aib + azby + a3bs.
Tento vzorec miizeme pouzit pro vypocet skalarniho sou¢inu dvou vektort zadanych v kartéz-
ském tvaru.

Diilezité tvrzeni

Pokud mame zadané vektory a a b ve tvaru a = a1t + asj + ask, b = byi + boj + b3k, pak
je jejich skalarni soucin
a-b= a1b1 + a2b2 + a3b3

Vsimnéte si, ze vysledek ziskdme, pokud vynasobime ¢asti ¢, j a k a nakonec vysledky sec¢teme.
Nékdy se tento vzorec nazyva vnit¥ni souéin vektort a a b.

Tématicky pfiklad. Vypoctéte skalarni souin dvou vektoru a a b, kde a = 4i + 3j + 7k,
b= 2i+ 575 + 4k. ReSent:
a-b = (4)(2)+3)(5) +(8)(4)
= 8+ 15+28
51.
Tématicky priklad. Vypoctéte skaldrni soucin dvou vektorit a a b, kde a = —6i + 35 — 11k,
b = 12¢ 4 4k. VSimnéte si, Ze ¢ast j vektoru b je nula. ReSeni:
a-b = (=6)(12) + (3)(0) + (-11)(4)
= —724+0—-44
= —116.

Casto byva uzitetné vyuzit sloupcového zapisu vektorta. Uvazujme opét posledni piiklad. Vek-
tory a a b zapiseme ve sloupcovém tvaru

—6 12
a= 3 , b=1|0
—11 4
a skalarni soucin
—6 12
a-b= 3 -1 0] =(=6)(12) 4+ (3)(0) + (—11)(4) = —116.
—11 4
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Cviceni 1
1. Proa=4i+9j a b= 3i+ 2j najdéte (a) a-b, (b) b-a, (¢c) a-a, (d) b-b.
2. Najdéte skalarni soucin vektoru 5z a 8j.
3. Prop=4i+3j+2kaq=2i—j+ 11k najdéte (a) p-q, (b) ¢-p, (¢) p-p, (d) q-q.
4. Pro r = 3i + 2j + 8k dokaite, ze r - r = r2.
2 —2
5.Proa=[—-3] ab=| 14 | najdéte (a) a-b, (b) b-a, (c)a-a, (d) b-0.
—4 1
6. Body A, B a C maji soufadnice (3,2,1), (5,4,2) a (—4,2,1) v tomto pofadi. Najdéte
skalarni soucin vektorui AB a 1@

Aplikace skalarniho soucinu

V této casti se podivame na nékteré aplikace, kde Ize vyuzit skalarni soucin.

Pouziti skalarniho souc¢inu k ovéreni, zda jsou dva vektory kolmé

Béznou aplikaci skalarniho souc¢inu je ovéreni, zda jsou dva vektory kolmé. Uvazujme definici
a-b=allb|]cosb.

Pokud vektory a a b jsou nenulové a jejich skalarni soucin a - b je roven nule, pak lze odvodit,
ze cos 6 se musi rovnat nule, takze § = 90°, tj. a a b jsou kolmé.

Tématicky priklad. Piedpokladejme, Ze chceme zjistit, zda jsou, nebo nejsou vektory a a b
kolmé, kde

3 1
a=1\| 2 |, b= 1| -2
-1 —1

Vsimnéte si, Ze ani a, ani b nejsou nulové vektory. Vypocteme skalarni soucin

3 1
a-b=[ 2| [-2]=0B)0)+©@)(-2)+(-1)(-1)=3-4+1=0
~1 ~1

a vidime, 7e vektory a a b jsou na sebe skute¢né kolmé.
UZitecnd pozndamka. Pokud a a b nejsou nulové vektory a zaroven pro né plati a - b = 0, pak

vektory a a b jsou na sebe kolmé.

Pouziti skalarniho souc¢inu pro nalezeni ihlu mezi dvéma vektory

Jednou z béznych aplikaci skalarniho soucinu je hledani thlu mezi dvéma vektory. Z definice
skalarniho soucinu
a-b=lallb| cosd
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muzeme ziskat vyraz pro cost

a-b
cosf = . (1)
|al|o]

Pokud jsou dany vektory a a b v kartézském tvaru, je mozné vypocitat skalarni soucin a - b.
Velikost kazdého vektoru mizeme spocitat jako

la| = \/al +a3+a3,  |b] =/} + b3+ b3

Rovnice (1) mize byt pouzita k nalezeni tthlu mezi dvéma vektory.

Diilezité tvrzeni

Pro thel 0 mezi dvéma vektory a a b plati

a-b

cosf = ——.
|a|[b]

Tématicky priklad. Najdéte thel mezi vektory a = 4i+ 35 + 7k a b = 21 + 55 + 4k. Regent:
Skalarni soucin a - b se rovna 51 (vypocet v piikladu 5). Velikost kazdého vektoru je

la| = V42 + 32 + 72 = VT4,
b = V22 + 52 4 42 = /45,

Pak z rovnice (1) plyne

a-b

|al[b]
51

V7445
= 0.8838.

cosf =

Pomoci kalkulacky uréime thel
6 = cos™10.8838 = 27,90°.

Uhel mezi vektory a a b je 27, 90°.

Nalezeni ¢asti vektoru ve sméru dalsiho vektoru

Dalsi aplikaci skalarniho soucinu je nalezeni ¢asti jednoho vektoru ve sméru druhého. Mazeme
si predstavit, Ze vektor b je tvoren slozkou ve sméru vektoru a, (OA;, spolu s kolmou slozkou,

(AB;. Slozka ve sméru a se nazyva projekce b na a (Obrazek 5).

Obrézek 5. Projekce b na a je [.
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Z pravothlého trojihelniku OAB a uzitim trigonometrie vidime, ze

[
cosf) = —,
0]
[ = |b|cosb.

Pomoci vzorecku pro cos 6 ziskaného v predchozi ¢asti dostavame

[ = |blcosb
a-b

= [0l
|al[o]

a-b

lal

Analogicky tvar

Dilezité tvrzeni

Projekci | vektoru b na a lze nalézt pomoci skaldrniho soucinu b a jednotkového vektoru
ve sméru a

Tématicky piiklad. Najdéte ¢ast b = 3i + j + 4k ve sméru a = i — j + k. ReSent:
Jednotkovy vektor ve sméru a je

a 1
a=—=—>0—7+k).
la| V3
Pak
3 1
1 1
b-a=11]-— | -1 :—(3—1+4):£:2\/§.

1) V3\1) V3

Céast b=3i + j + 4k ve sméru a =i — j + k je 2v/3.

Cviceni 2

1. BodyA, B a C maji soufadnice (3,2,1), (5,4,2) a (—4,2,1) v tomto pofadi. Skalarni
soucin 1@ a 1@ byl nalezen v predchozim cvic¢eni ¢. 6. Najdéte thel mezi 1@ a 1@

2. Urcete, zda vektory 2¢ + 475 a —i + %j jsou nebo nejsou kolmé.

3. Stanovte p - i pro p = 4i + 8j. Najdéte thel, ktery je mezi p a osou .

4. Najdéte cast vektoru r =i — j + 3k ve sméru a = 71 — 2j + 2k.

Odpovédi na cviceni

Cviceni 1
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() 30, (b) 30, (c) 97, (d) 13.
(a) 27, (b) 27, (c) 29, (d) 126.

(a) =50, (b) 50, (c) 29, (d) 201.

SAENANE IR e
~J
~J

Cviceni 2

1. 131.8°.

2. Jedné se o nenulové vektory. Jejich skalarni soucin je nulovy, tzn. musi byt na sebe kolmé.
3. p-1 = 4. Pozadovany thel je 63.4°.

4, ;—57 = 1.987.
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