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I.I Uvod

Jednofaktorova analyza rozptylu (ANOVA) se vyuziva pii porovnéani nékolika stfednich hod-
not. Casto se vyuziva ve védeckych a lékaiskych experimentech, pii kterych se srovnévaji 1é¢hy,
procesy, materialy nebo produkty.

Priklad: Vyrobce papiru vyrabi nadkupni tasky a rad by zvysil jeji mozné zatiZzeni (udané v
jednotkach psi). M4 se za to, ze sila tasky zavisi na koncentraci tvrdého dieva v celuloze, jez se
k vyrobé tasek pouziva. Byl proveden vyzkum, aby se porovnaly ¢tyfi vyse koncentrace tvrdého
dreva: 5%, 10 %, 15 % a 20 %. Pfi kazdé vysi je vybrano 6 vzorku a v8ech 24 vzorki je testovano
v ndhodném poradi. Vysledky jsou zaznamenény v tabulce:

, Vybérova
Koncentrace tvrdého L. . ) e 9 .
. Mozné zatizeni ( psi ) Vybérovy primeér smérodatné
dreva (%)
odchylka
5 7 8 15 11 9 10 10.00 2.83
10 12 17 13 18 19 15 15.67 2.81
15 14 18 19 17 16 18 17.00 1.79
20 19 25 22 23 18 20 21.17 2.64
Celkem 15.96 4.72

Zdroj: Aplikovana statistika a pravdépodobnost pro inzenyry — Montgomery a Runger
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Jak bylo uvedeno vygse, pii metodé ANOVA se ptame na otézku: ,,Pochézi vsechny pozorované
skupiny z jedné populace se stejnou stfedni hodnotou?*. Abychom mohli odpovédét, potiebu-
jeme porovnat vybérové priuméry. Nicméné i kdyby byly skutecné stfedni hodnoty populace
identické, neocekavali bychom, Ze budou také vybérové priuméry naprosto stejné. Vzdy zde
budou urcité rozdily — odchylky. Otézka se ndm proto méni na: ,Jsou pozorované rozdily v
prumeérech vysledkem odchylky zptsobené vybérem pouze urcitych vzorki, nebo se jedna o
realné rozdily mezi stfednimi hodnotami populace?”. Tato otazka nemitiize byt zodpovézena
pouze na zékladé ziskanych vybérovych prumeéru — potiebujeme také znat variabilitu, at uz
méffme cokoliv. V metodé ANOVA rozlisujeme meziskupinovou variabilitu (skupinovy
soucet ¢tverci) (,,Jak daleko jsou pruméry od sebe?*) a variabilitu ve skupinach (rezidualni
soucet ¢tverci) (,,Jaka je prirozena variabilita uvniti jednotlivych vybéra v nasem méfeni?*).
Praveé z tohoto divodu se také hovoii o analyze rozptylu.

ANOVA je zaloZena na dvou predpokladech. Proto musime vzdy predtim, nez tuto metodu
pouzijeme, zkontrolovat, zda jsou pfedpoklady splnény:

1. Pozorovani v ramci jednotlivych skupin jsou ndhodné vybéry pochazejici z norméalniho
rozloZeni.

2. Tyto ndhodné vybéry jsou nezavislé a maji stejny rozpyl (o?).

Nastésti, procedury metody ANOVA nejsou vysoce citlivé na nestejné rozptyly, a proto muze
byt pro priblizné posouzeni shody rozptyli nékdy pouzito nésledujici pravidlo:

Dilezité tvrzeni

Pokud je nejvétsi smérodatna odchylka (ne rozptyl!) mensi nez dvakrat nejmensi sméro-
datna odchylka, muZzeme pouzit metodu ANOVA a nase vysledky budou opravnéné.

Proto se pred kazdym testem musime detailné podivat na data, abychom uréili, zda jsou splnény
nasledujici predpoklady:

1. Normalita: Pokud méame velmi malé vzorky, muze byt obtizné urcit, zda pochazi z
norméalniho rozlozeni. Miizeme ale zhodnotit, zda jsou priblizné symetrické, a to tak, ze
(a) porovname pruméry skupin s jejich medidny -— v symetrickém rozlozeni se budou
rovnat nebo (b) zkontrolovanim histogramu téchto dat.

2. Stejné rozptyly: MuZzeme snadno porovnat smérodatné odchylky skupin.

V nasem piikladu jsou medidny velice blizké prumérium. Také smérodatné odchylky ve
¢tytech skupinach (tabulka na strané 1) jsou si blizké. Tyto vysledky, ukazuji, Ze rozlozeni
mozného zatizeni na kazdé arovni koncentrace tvrdého dieva jsou symetrické a ze jejich
variabilita se vyrazné neméni. Proto mtizeme pristoupit k analyze rozptylu.

Handout 2 Statistika 2
I. kapitola



A4
norway Math & Stats

grants I. Jednofaktorova analyza rozptylu Support Centre

I.I' Model ANOVA

I.II.1 Zapis

Obecné, mame-li k pozorovani v kazdé z r populaci (skupin), celkovy pocet pozorovani je
n = kr. Pak se pouziva nasledujici zapis:

e X, predstavuje j-té pozorovani z i-té skupiny (napf. X3 je tfeti pozorovani z prvni
skupiny, X351 je prvni pozorovani ze tieti skupiny atd.);

e M;. predstavuje primér i-té skupiny;

e M.. predstavuje prumeér vSech pozorovani.

I.II.2 Suma ¢tverci
Celkovy rozptyl vSech pozorovani okolo celkového pruméru se vypocita pomoci celkové sumy
¢tverci jako

T k

Sr=> Y (Xij— M.

i=1 j=1

Rozptyl miize byt rozdélen na dvé komponenty takto:

1. Rozptyl skupinovych priméri okolo celkového priméru (meziskupinovy rozptyl).

2. Rozptyl jednotlivych pozorovéani okolo priméru jejich skupiny (rozptyl ve skupinéch).
Vidime, ze

r k r r k

Z ' (Xig— M. =k (M. — M.)*+> ) (X — M,.)?

=1 j=1 i=1 i=1 j=1

neboli

Slovy:
Celkova suma ¢tvercii = meziskupinova suma ¢tvercii + suma ¢tverct ve skupiné.

Stupné volnosti a primér ¢tverci
Kazda suma c¢tvercii ma ur¢ity pocet stupiti volnosti:

e St porovnava n pozorovani s celkovym primérem, takze ma n — 1 stupni volnosti.
e S, porovnava r pruméri s celkovym primérem, takze ma r — 1 stupna volnosti.

e S porovnava n pozorovani s r vybéry prumeéri, takze ma n — r stupii volnosti.
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Vsimnéme si, ze (n—1) = (n—7)+ (r— 1), tedy stupné volnosti spolu souvisi stejné jako sumy
¢tvercu: fr = fa+ fe.

Novy pojem: Stupné volnosti

Volné feceno, stupné volnosti ukazuji, kolik hodnot se smi ligit. Pokud uvazujeme rozptyly
nebo sumy ¢tvercl, mizeme nalézt posledni odchylku v pripadé, Ze zname vSechny os-
tatni, jelikoz soucet odchylek je vzdy nulovy. Takze pokud mame n odchylek, pouze n —1
se muze lisit.

Primér c¢tverct pro kazdy zdroj rozptylu je definovany jako suma ¢tvercti délend stupnl
volnosti. Tedy

SA a MSE: SE .
r—1 n—r

MSy =

I.IIT F-test

Miuzeme ukazat, Ze za platnosti nulové hypotézy a neexistence zZadnych (neznamych) rozdili ve
stfednich hodnotach populace jsou si MS4 a M Sg velice podobné. Na druhou stranu, pokud
se (neznamé) stiedni hodnoty lisi, M S4 bude vétsi nez M Sk (intuitivné — pokud se praméry
populace velmi lisi, oc¢ekavali bychom, Ze jsou vybrané prumeéry daleko od sebe, a tim padem
i meziskupinova variabilita bude velkd). Proto pomér M S, /MSg je statistika, ktera se rovna
priblizné jedné, pokud je nulova hypotéza pravdiva, ale bude vétsi nez 1, pokud lze pozorovat
rozdily v pramérech populace.

Pomér M S4/MSE je pomér rozptyli a ma Fisherovo rozdéleni s r — 1 a n — r stupni volnosti.
Tedy

Dilezité tvrzeni

Abychom testovali Hy : py = pp = -+- = p, = p, pouZivame statistiku I = —%gﬁ a

porovname ji s Fisherovym rozdélenim s »r — 1 a n — r stupni volnosti.

Fisherovo rozdéleni a F-test
Statisticky test s ndzvem F-test se pouziva k porovnéani rozptyli ze dvou normalnich populaci.

2
Testuje se pomoci F' statistiky, tedy pomérem dvou vybérovych rozptylu F' = 2—5
2

Za platnosti nulové hypotézy ma tato statistika Fisherovo rozdéleni s ny — 1 a no — 1 stupni
volnosti, psano F(n; — 1,ny — 1).

Fisherova rozdéleni jsou skupinou rozdéleni, kterd zévisi na dvou parametrech: stupnich vol-
nosti vybérovych rozptyli v citateli a jmenovateli F' statistiky. Stupné volnosti v ¢itateli jsou
vzdy urceny jako prvni. Fisherovo rozdéleni neni symetrické a, jelikoz rozptyly nemohou byt
zaporné, nenabyva zapornych hodnot. Vrchol jakéhokoliv Fisherova rozdéleni je blizky hodnoté
1, hodnoty daleko od 1 vedou k zamitnuti nulové hypotézy. Dva piiklady Fisherova rozdéleni s
riznymi stupni volnosti jsou zobrazeny na nize uvedeném obréazku.

Handout 4 Statistika 2
L. kapitola



A4
norway Math & Stats

grants I. Jednofaktorova analyza rozptylu Support Centre

F(4,12)
5 % rozlozeni je
vétsi nez 3,26

Hustota
pravdépodobnosti

F(10,100)

5 % rozloZzeni je
vétsinez 1.93

Hustota
pravdépodobnosti

I.IV. ANOVA tabulka

P1i softwarovém vypoc¢tu analyzy rozptylu dostaneme tzv. ANOVA tabulku, jak je zobrazeno
niZe.

Zatizeni papiru
) Suma Stupné Prameér
Zdroj rozptylu ¢tvercl volnosti ¢tverce r P
Meziskupinovy 382.79 3 127.60 127.60/6.51 = 19.61 p < 0.001
Uvniti skupin 130.17 20 6.51
Celkem 512.96 23

Dle vysledki mizeme s velkou jistotou fici, Ze stfedni hodnota mozného zatizeni zavisi na
koncentraci tvrdého dieva. Ackoliv F-test nespecifikuje povahu téchto rozdili, je patrné, ze s
rostouci koncentraci tvrdého dieva roste také mozné zatizeni papiru. Lze také testovat vice
specifické hypotézy — napiiklad zda jsou pruméry rostouci, ¢i klesajici — ale témi se zde neb-
udeme déle zabyvat.

Co je to p-hodnota?

Pokud by byla stfedni hodnota mozného zatizeni papiru pti ménici se koncentraci tvrdého dieva
konstantni (tedy pokud by koncentrace nijak neovliviiovala mozné zatiZeni), je pravdépodob-
nost, ze dostaneme vybérové pruméry tak daleko od sebe, jako jsme dostali (tedy praméry 10,0;
15,7; 17,0 a 21,0 nebo hodnoty jesté vice od sebe) je velice mala — méné nez 0,001. p-hodnota
potom predstavuje pravé tuto pravdépodobnost.

Timto se dale nezabyvejme a predpokladejme, Ze skutecny primér mozného zatizeni bude
konstantni jen velice nepravdépodobné (tedy zhodnotime, Zze koncentrace tvrdého dfeva méa
vliv na mozné zatizeni).
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Poznamka: Vysledky metody ANOVA jsou zaloZeny na pfedpokladu, ze velikost zkoumanych
vzorki je stejna. Obvykle tomu tak bude, vétsina prikladi je konstruovana tak, aby velikost
byla stejna. Metodu lze ale také pouzit tam, kde velikost vzorki stejna neni. V tomto ptripadé
jsou vzorce pro sumy ¢tvercu a dalsi pfeménény tak, aby s riznou velikosti pocitaly. Pokud pro
vypocet pouzivate statisticky software, je toto provedeno automaticky.
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