
Derivace pomocí logaritm·

V tomto letáku se podíváme na to, jak lze vyuºít logaritmy ke zjednodu²ení ur£itých funkcí
p°edtím neº je zderivujeme.

Abychom ovládli zde vysv¥tlenou techniku, je vhodné projít °adou cvi£ení.

Po p°e£tení tohoto textu bychom m¥li být schopni:

• vyuºívat logaritmy ke zjednodu²ování funkcí p°ed jejich zderivováním

Úvod

V tomto letáku se podíváme na to, jak lze vyuºít logaritmy ke zjednodu²ení ur£itých funkcí
p°edtím neº je zderivujeme. Pro za£átek si p°ipome¬me samotné logaritmy.

Pokud je y = ln(x) p°irozená logaritmická funkce, nebo-li logaritmus se základem e a argumen-
tem x, potom

dy

dx
=

1

x

S tímto výsledkem bychom m¥li být jiº obeznámeni. Pokud ne, m¥li bychom se to nau£it. M·-
ºeme se odkázat na leták zam¥°ený na derivace logaritm· a exponenciálních funkcí.

Také budeme pot°ebovat derivovat y = ln(f(x)), kde f(x) je n¥jaká funkce o prom¥nné x.
V tom p°ípad¥

dy

dx
=

f ′(x)

f(x)

D·leºité tvrzení 1: Derivace logaritmu

Pokud y = ln(x), potom
dy

dx
=

1

x
pokud y = ln(f(x)), potom

dy

dx
=

f ′(x)

f(x)

Budeme také vyuºívat tato logaritmická pravidla:

Logaritmická pravidla:

loga(A) + loga(B) = loga(A ·B), loga(A)− loga(B) = loga

(
A

B

)
, m · loga(A) = loga(A)

m

Tato pravidla lze vyuºít pro zjednodu²ení logaritm· o libovolném základu a.
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P°íklady

P°íklad

P°edpokládejme, ºe chceme zderivovat y = ln(3x4 + 7)5.

Pouºitím logaritmických pravidel m·ºeme zapsat y jako

y = 5 · ln(3x4 + 7).

Toto lze snáze zderivovat protoºe máme y = 5 · ln f(x), kde f(x) = 3x4 + 7. D·leºité tvrzení
uvedené vý²e nám °íká, ºe

dy

dx
= 5 · 12x3

3x4 + 7
=

60x3

3x4 + 7
.

Co za£alo jako pom¥rn¥ náro£ný problém, bylo zjednodu²eno pouºitím logaritmických pravidel
p°ed samotným derivováním.

P°íklad

P°edpokládejme, ºe chceme zderivovat y = ln
(
1−3x
1+2x

)
.

V tomto p°íkladu máme logaritmus podílu. M·ºeme pouºít pravidlo ln
(
A
B

)
= ln(A) − ln(B)

k p°epsání na
y = ln(1− 3x)− ln(1 + 2x)

Ob¥ funkce na pravé stran¥ je snadné zderivovat pomocí poznámky uvedené vý²e:

dy

dx
=
−3

1− 3x
− 2

1 + 2x

Odpov¥¤ m·ºeme napsat jako jeden výraz p°evedením na spole£ného jmenovatele:

dy

dx
=
−3(1 + 2x)− 2(1− 3x)

(1− 3x)(1 + 2x)
=
−3− 6x− 2 + 6x

(1− 3x)(1 + 2x)
= − 5

(1− 3x)(1 + 2x)

P°íklad

P°edpokládejme, ºe chceme zderivovat y = xsin(x).
Zde se vyskytuje problém, protoºe zde vystupuje funkce sin(x) jako mocnina. Zlogaritmováním
obou stran a pouºitím logaritmických pravidel se tomuto m·ºeme vyhnout následovn¥:

Zlogaritmováním obou stran dostáváme:

ln(y) = ln
(
xsin(x)

)
a pouºitím t°etího logaritmického pravidla ze strany 1:

ln(y) = sin(x) · ln(x).

Výraz na pravé stran¥ je sou£in funkcí sin(x) a ln(x), který jsme schopni zderivovat pomocí
pravidla pro derivaci sou£inu.
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Výraz ln(y), na levé stran¥, je nutné zderivovat implicitn¥. P°ipome¬me si, ºe

d

dx
(ln(y)) =

d

dy
(ln(y))× dy

dx
=

1

y

dy

dx

Tedy
1

y
· dy
dx

= sin(x) · 1
x
+ ln(x) · cos(x) = sin(x) + x · ln(x) cos(x)

x

takºe

dy

dx
= y ·

(
sin(x) + x · ln(x) · cos(x)

x

)
= xsin(x)

(
sin(x) + x · ln(x) · cos(x)

x

)
protoºe y = xsinx.

P°íklad

P°edpokládejme, ºe chceme zderivovat y = (1−2x)3√
1+x2 .

Vycházíme z toho, ºe zlogaritmujeme ob¥ strany, tím dostáváme:

ln(y) = ln

(
(1− 2x)3√

1 + x2

)
Potom pouºijeme logaritmických pravidel k p°epsání pravé strany na

ln(y) = ln(1− 2x)3 − ln
(√

(1 + x2)
)

S vyuºitím dal²ích logaritmických pravidel a uv¥dom¥ní si, ºe
√
1 + x2 = (1 + x2)

1
2 , obdrºíme

ln(y) = 3 · ln(1− 2x)− 1

2
· ln(1 + x2)

Derivací obdrºíme (nezapome¬me zderivovat levou stranu implicitn¥)

1

y
· dy
dx

= 3 · −2
1− 2x

− 1

2
· 2x

1 + x2

=
−6

1− 2x
− x

1 + x2

=
−6(1 + x2)− x(1− 2x)

(1− 2x)(1 + x2)

=
−6− 6x2 − x+ 2x2

(1− 2x)(1 + x2)

=
−6− x− 4x2

(1− 2x)(1 + x2)
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takºe

dy

dx
= y · −6− x− 4x2

(1− 2x)(1 + x2)

=
(1− 2x)3√

1 + x2
· −6− x− 4x2

(1− 2x)(1 + x2)

Coº m·ºeme zjednodu²it na

dy

dx
=
−(6 + x+ 4x2)(1− 2x)2

(1 + x2)
3
2

Na t¥chto p°íkladech jsme vid¥li, jak pouºití logaritm·, k p°epsání ur£itých funkcí do alterna-
tivní podoby, m·ºe pomoci p°i jejich derivaci.

Cvi£ení

1. Ur£ete derivaci následujících funkcí

a) ln(x3 + 1) b) ln(sin(x)) c) ln((x3 + 2x+ 1)4) d) ln
(

x2+1
x−1

)
e) ln(x2 · sin(x))

2. Pouºitím logaritm· a implicitních derivací ur£ete derivace následujících funkcí

a) 1−x2
√
1+2x

b) xx c) xln(x) d) (1+x2)3

(1−x3)2
e) xax+b

Odpov¥di

1. a) 3x2

x3+1
b) cotg(x) c) 4(3x2+2)

x3+2x+1
d) x2−2x−1

(x2+1)(x−1) e) 2
x
+ cotg(x)

2. a) −1+2x+3x2

(1+2x)3/2
b) xx · (ln(x) + 1) c) 2xln(x)−1 ln(x)

d) 6x(1+x)(1+x2)2

(1−x3)3
e) xax+b−1 (ax · (ln(x) + 1) + b)
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