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V tomto dokumentu budete seznameni s derivovanim béznych funkci a budete mit moznost
vyzkouSet mnoho zpusobu derivace. Jednim z nich je proces derivovani v opa¢ném poradi. To
znamend, ze za¢neme s danou funkei, kterou nazyvame f(z) a budeme hledat funkci nebo funkce
F(z), které vzniknou po derivaci f(z). To nés pfivadi k pojmim primitivn{ funkce a integrace.

Ke zvladnuti metody, kterd zde bude vysvétlena, je dulezité mit spoc¢tenych spoustu prak-
tickych cviceni, aby se vypocet stal pfirozenou soucasti.

Po precteni tohoto textu byste méli byt schopni:

vysvétlit, co znamené primitivni funkce F(z) a funkce f(x),

spocitat primitivni funkce pomoci tabulky integralu,

spocitat primitivni funkce pomoci tabulky primitivnich funkef,

pochopit vztah mezi primitivni funkci a urcitym integralem,

spocitat jednoduché priklady na urc¢ité integraly uzitim primitivnich funkei,

spocitat jednoduché piiklady na neurcité integraly.
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Uvod

V tomto dokumentu za¢neme s danou funkei, kterou zna¢ime f(z) a budeme hledat funkci
nebo funkce F(z), které maji derivaci rovnu f(x). To nés ptivadi k pojmim primitivni funkce
a integrace.

vvvvvv

nikovych oblasti. K nalezeni integralu definovaného timto zptisobem bylo nutné pocitat limitu
souctu. Jednd se o postup, ktery je obtizny a neprakticky. V tomto dokumentu uvidime, jak
lze nalézt integral opacnym postupem k derivovani - tedy nalezenim primitivni funkce.

Primitivni funkce - "antiderivace"

Uvazujeme funkci F(z) = 32% + 7Tz — 2. Pfedpokladejme, Ze derivaci budeme psat jako f(z),
tedy f(z) = i—i. Uz vite, jak najit derivaci derivovanim ¢len po ¢lenu, abychom ziskali f(x) =

fl—l; = 6x + 7. Tento postup je zobrazen na Obrizku 1.

Derivace

Primitivni funkce

Obrazek 1. Funkce F(z) je primitivni funkei k funkei f(z).

Predpokladejme nyni, ze budeme postupovat obracené a uvazujme, které funkce by mohly
mit derivaci 6z+7. Je ziejmé, Ze jedna z moznych odpovédi na tuto otazku je funkce 322472 —2.
Rikame, ze F(r) = 322 4+ 7z — 2 je primitivni funkci k funkci f(x) = 6x + 7.

Existuji v8ak dalsi funkce, které maji derivaci 6z + 7. Napf.
32 +7x+3,  32*+7Tz, 327+ T7zx— 1L

Divodem, proc¢ v8echny tyto funkce maji stejnou derivaci, je, Ze konstanta p¥i derivovani zmizi.
A proto vSechny z nich jsou primitivni funkei funkce 62+ 7. VSechny ostatni primitivni funkce k
funkei f(x) se tedy daji ziskat jednoduchym ptidanim odlisné konstanty. Jinymi slovy, jestlize
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F(x) je primitivni funkei k funkei f(z), pak také F(z) + C je primitivni funkei k f(z) pro
jakoukoliv libovolnou konstantu C'.

Priiklad
(a) Derivujte F(z) = 42® — T2% + 12z — 4.
(b) Napiste nékolik primitivnich funkci k funkci f(x) = 1222 — 14z + 12.

ResSeni

(a) Derivovanim F(z) = 4a® — 72° + 122 — 4 najdeme f(z) = 9€ = 1222 — 142+ 12. MuZeme

vyvodit, Ze primitivni funkce k 122% — 14z + 12 je 42 — 72? + 122 — 4.

(b) Primitivni funkce budou ve tvaru F(z) + C, kde C je konstanta. Nasleduje nékolik
priklad primitivnich funkei k f(z):

423 — T2 + 122 — 4, 43 — 72 + 122 — 10, 43 — T2 + 122, 43 — Ta? 4+ 122 + 3.

Z téchto piikladi miizeme odvodit nasledujici dilezitou poznamku.

Diilezité tvrzeni

Funkce F(z) je primitivn{ funkei k funkei f(z), pokud platf 4€ = f(z).

Jestlize je F'(x) primitivni funkei k funkci f(x), pak také plati F'(x) 4+ C pro libovolnou
konstantu C.

Primitivni funkce muzeme odvodit tak, ze pfi ¢teni tabulky derivaci budeme postupovat
zprava doleva, namisto zleva doprava. Nicméné, v praxi jsou bézné dostupné tabulky primitiv-
nich funkci, napt. Tabulka 1.

f(z) F(x)
k (konstanta) kx +C
x %2 +C
x? x—; +C
z" (n# —1) T4+ C
sin mx —% cosmzx + C'
cos mx % sinmx + C
e Leme 4+

Tabulka 1. Tabulka b&Zné pouzivanych primitivnich funkeci.
Priklady 1.
Pouzijte Tabulku 1 k nalezeni F'(z):
1. f(z) =5 2. flz) =2 3. f(z)=2%

4. f(x) =e>® 5. f(x) =e™® 6. cos i

1
2
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Spojitost s integraci jako souctem

Uvazujme ¢ast grafu y = f(z) napravo od osy y, jak je zndzornéno na Obrazku 2. Pfedpokla-
dejme, ze f(x) lezi uplné nad z osou. Je zfejmé, Ze oblast ohrani¢ena grafem a osou x zavisi

na tom, jak daleko doprava se pohybujeme. Tato oblast, kterou oznac¢ime A, bude zaviset na
hodnoté z, A = A(z).

y = f(x)

Obrézek 2. Plocha ohranicend grafem zavisi na tom, jak daleko doprava se pohybujeme, tedy

A= A(x).

Predpokladejme, ze se budeme pohybovat dale smérem doprava, jak je zndzornéno na Ob-
razku 3. Tuto rozsifenou ¢ast oznacime dA. Pak d A predstavuje oblast vytvofenou piirtstkem
r o 0x. Viimnéte si, ze pak 0A = A(x + 0x) — A(x).

Ly iy = I":!I'___.__,.f""

LE|
— A(r)

— | dr|——

T :

Obrazek 3. Prirustek oblasti je 0A ~ f(z) 0x.
Tento prirtstek dA mize byt aproximovin za predpokladu, ze ma tvar obdélniku o vysce

y = f(z) a Sitce dx, tedy
0A ~ f(x)ox

nebo SA

o ~ f (1’)
Pro limitu dx bliZzici se nule dostavame

dA

dr f(z).

Pokud je déna funkce f(z) jako derivace A(x), pak A(x) musi byt primitivni funkei k f(z),
tzn.

A(z) = F(z) + C. (1)

V textu uvedeném vyse jsme psali, ze F'(x)+C popisuje vSechny funkce, které jsou primitivnimi

funkcemi f(z). Nyni budeme hledat konkrétni primitivni funkei zvolenim konkrétni hodnoty

C. Tu ziskame tak, ze © = 0 je oblast ohrani¢ena nulou tak, ze 0 = F(0) + C a tim ziskame
hodnotu C, tedy C' = —F(0).
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Tento vysledek miuzeme pouzit nasledovné: je dana funkce f(z), pak rovnice (1) nam fika,
ze obsah plochy pod grafem muzeme spocitat pomoci primitivni funkce F'(x).

Predpokladejme nyni, chceme urcit plochu pod grafem mezi x = a a x = b, jak je zndzornéno
na Obréazku 4. Celkova plocha od x = 0 po x = b je dana

A(b) = F(b) + C.

Celkova plocha po z = a je dana

Rozdil mezi oblastmi a a b je

Vgimnéte si, 7e se konstanta C' vyrusi.

i Ej flz)
s E} =T

Obrazek 4. Plocha mezi a a b je A(b) — A(a).

Diilezité tvrzeni

Pokud funkce f(x) lezi nad osou z, pak plochu pod y = f(z) v mezich a a b uréime

nalezenim primitivni funkce F(z) a © = a, © = b. Oblast je

A=F(b) - F(a).

V dokumentu nazvaném Integrace jako soucet jsme se podivali na to, jak by bylo mozné
nalézt plochu pod kiivkou se¢tenim obdélnikovych ploch. Bylo ukazano, ze oblast pod y = f(z)

mezi x = a a x = b se urci
= lim E
dx—0 f

:/abf(a:)d:v

a definovat jako uréity integral funkce f(x) v mezich a a b.

Tento limitni postup mizeme prepsat
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Takze nyni zname dva zptusoby, jak najit oblast pod kfivkou, pficemz jednim z nich je li-
mita sou¢tu nalezenim urc¢itého integralu, druhym je nalezeni primitivni funkce. Obecné plati,
zZe nalezeni limity souétu je obtizné, zatimco nalezeni primitivni funkce je mnohem jednoduééi

vvvvvv

tivni funkce.

Dilezité tvrzeni

Jestlize F'(x) je jakdkoliv primitivni funkce k funkei f(z), pak plati

b
/ f(z)dz = F(b) — F(a).

Priklad
Chceme spocitat limgs, .o Zzzé 22 §x. Limitu souc¢tu uréime jako soucet malych obdélniki k
nalezeni plochy pod y = 22 mezi # = 0 a x = 1. Tato limita definuje uréity integral

1
/ 2% dx.
0

Podle tvrzeni vy$e mizeme spocitat tento integral nalezenim primitivni funkce z%. Ta je F'(z) =
153 2z N 2 2, o
% + C. Dosadime za x = 1 a z = 0 a ur¢ime rozdil obou vysledkii:

1 13 03
2 — —_
/Oxdx— <3+C> <3+C’)

Vsimnéte si, Ze konstanta C' se vyrusila - to se stane vzdy, a proto pfi feSeni urcitych integrala
budeme konstantu C' vynechavat a predchozi vypocet budeme psat nasledujicim zpusobem:

[l
(-0

Wl

Obecné piseme
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Piiklady 2

Spocitejte nasledujici limity sou¢tu uzitim primitivnich funkei.
1. Najdéte limg,_q Ziié 23 x.
2. Najdéte limgs, 0 Y oy 2* 0.

3. Najdéte limg, o > oy € dx.

Neurcité integraly

Jak jsme mohli vidét, urcity integral je tizce spojen s hledanim primitivni funkce. Z tohoto
duvodu je bézné, ze hledanim primitivni funkci obecné myslime integraci. Takze obraceny proces
derivace je bézné oznacovan jako integrace.

V pitkladu na strané 2 jsme hledali primitivni funkci k f(z) = 122% — 14z + 12. PouZitim
integracnitho zapisu bychom bézné psali

/(12@02 — 14z +12)de = 42 — 7T2* + 122+ C

a primitivni funkci nazvali neurdity integral funkce 1222 — 14x + 12 podle z. Konstanta C
se nazyva integrac¢ni konstanta. Tabulka primitivnich funkci, Tabulka 1, se ¢asto nazyva
tabulka integrali.

DilezZité tvrzeni

Neurdity integral funkce f(z), [ f(x)dz, je mnozina funkei tvaru Je dan F(z)+C, kde
F(x) je jakékoliv primitivni funkce k f(z) a C' je libovolna konstanta.

Urcity integral funkce f(x) v mezich a a b, fab f(z)dx, je ¢islo, které za splnéni urcitych
podminek muzeme spoéitat ze vzorce F'(b)— F'(a), kde F(z) je jakdkoliv primitivni funkce

k f(z).

7

V tomto dokumentu jsme popsali, jak provést opac¢ny postup k derivovani, coz vede k
primitivni funkci. Také jsme vidéli, jak muzeme pouzit primitivni funkce k nalezeni integralii.
V dalsich dokumentech se miizete naucit, jak integrovat mnohem komplexnéjsi funkce, kterych
se vyuziva napiiklad ve strojirenstvi a prirodnich védach.

Priklady 3.

Pouzijte Tabulku 1 k nalezeni nasledujicich integrali:

1. [e**dx 2. [sin3zde 3. [cosTxdx
4. [e ¥ dx 5. fm%dx 6. fx1/2 dx

Reseni
Priklady 1.
9

Loz+C 25+C 3. -14C
4. %e3‘”+C 5. —%e_% +C 6. QSin%x—i—C.
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Piiklady 2.

1 : 2. 8 3. 5(e—1).

Piiklady 3.

1. %eQx—i—C' 2. —%cosSm—i—C’ 3. %sin?a:—kC

4 —leF o 5L +0 6224
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