
Integrování jako opak derivování

V tomto dokumentu budete seznámeni s derivováním b¥ºných funkcí a budete mít moºnost
vyzkou²et mnoho zp·sob· derivace. Jedním z nich je proces derivování v opa£ném po°adí. To
znamená, ºe za£neme s danou funkcí, kterou nazýváme f(x) a budeme hledat funkci nebo funkce
F (x), které vzniknou po derivaci f(x). To nás p°ivádí k pojm·m primitivní funkce a integrace.

Ke zvládnutí metody, která zde bude vysv¥tlena, je d·leºité mít spo£tených spoustu prak-
tických cvi£ení, aby se výpo£et stal p°irozenou sou£ástí.

Po p°e£tení tohoto textu byste m¥li být schopni:

• vysv¥tlit, co znamená primitivní funkce F (x) a funkce f(x),

• spo£ítat primitivní funkce pomocí tabulky integrál·,

• spo£ítat primitivní funkce pomocí tabulky primitivních funkcí,

• pochopit vztah mezi primitivní funkcí a ur£itým integrálem,

• spo£ítat jednoduché p°íklady na ur£ité integrály uºitím primitivních funkcí,

• spo£ítat jednoduché p°íklady na neur£ité integrály.
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Úvod

V tomto dokumentu za£neme s danou funkcí, kterou zna£íme f(x) a budeme hledat funkci
nebo funkce F (x), které mají derivaci rovnu f(x). To nás p°ivádí k pojm·m primitivní funkce
a integrace.

V d°ív¥j²ím dokumentu, Integrace jako sou£et, byla integrace vysv¥tlena jako postup obdél-
níkových oblastí. K nalezení integrálu de�novaného tímto zp·sobem bylo nutné po£ítat limitu
sou£tu. Jedná se o postup, který je obtíºný a nepraktický. V tomto dokumentu uvidíme, jak
lze nalézt integrál opa£ným postupem k derivování - tedy nalezením primitivní funkce.

Primitivní funkce - "antiderivace"

Uvaºujeme funkci F (x) = 3x2 + 7x − 2. P°edpokládejme, ºe derivaci budeme psát jako f(x),
tedy f(x) = dF

dx
. Uº víte, jak najít derivaci derivováním £len po £lenu, abychom získali f(x) =

dF
dx

= 6x+ 7. Tento postup je zobrazen na Obrázku 1.

Obrázek 1. Funkce F (x) je primitivní funkcí k funkci f(x).

P°edpokládejme nyní, ºe budeme postupovat obrácen¥ a uvaºujme, které funkce by mohly
mít derivaci 6x+7. Je z°ejmé, ºe jedna z moºných odpov¥dí na tuto otázku je funkce 3x2+7x−2.
�íkáme, ºe F (x) = 3x2 + 7x− 2 je primitivní funkcí k funkci f(x) = 6x+ 7.

Existují v²ak dal²í funkce, které mají derivaci 6x+ 7. Nap°.

3x2 + 7x+ 3, 3x2 + 7x, 3x2 + 7x− 11.

D·vodem, pro£ v²echny tyto funkce mají stejnou derivaci, je, ºe konstanta p°i derivování zmizí.
A proto v²echny z nich jsou primitivní funkcí funkce 6x+7. V²echny ostatní primitivní funkce k
funkci f(x) se tedy dají získat jednoduchým p°idáním odli²né konstanty. Jinými slovy, jestliºe
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F (x) je primitivní funkcí k funkci f(x), pak také F (x) + C je primitivní funkcí k f(x) pro
jakoukoliv libovolnou konstantu C.

P°íklad

(a) Derivujte F (x) = 4x3 − 7x2 + 12x− 4.
(b) Napi²te n¥kolik primitivních funkcí k funkci f(x) = 12x2 − 14x+ 12.

�e²ení

(a) Derivováním F (x) = 4x3−7x2+12x−4 najdeme f(x) = dF
dx

= 12x2−14x+12. M·ºeme
vyvodit, ºe primitivní funkce k 12x2 − 14x+ 12 je 4x3 − 7x2 + 12x− 4.

(b) Primitivní funkce budou ve tvaru F (x) + C, kde C je konstanta. Následuje n¥kolik
p°íklad· primitivních funkcí k f(x):

4x3 − 7x2 + 12x− 4, 4x3 − 7x2 + 12x− 10, 4x3 − 7x2 + 12x, 4x3 − 7x2 + 12x+ 3.

Z t¥chto p°íklad· m·ºeme odvodit následující d·leºitou poznámku.

D·leºité tvrzení

Funkce F (x) je primitivní funkcí k funkci f(x), pokud platí dF
dx

= f(x).
Jestliºe je F (x) primitivní funkcí k funkci f(x), pak také platí F (x) + C pro libovolnou
konstantu C.

Primitivní funkce m·ºeme odvodit tak, ºe p°i £tení tabulky derivací budeme postupovat
zprava doleva, namísto zleva doprava. Nicmén¥, v praxi jsou b¥ºn¥ dostupné tabulky primitiv-
ních funkcí, nap°. Tabulka 1.

f(x) F (x)

k (konstanta) kx+ C

x x2

2
+ C

x2 x3

3
+ C

xn (n 6= −1) xn+1

n+1
+ C

sinmx − 1
m
cosmx+ C

cosmx 1
m
sinmx+ C

emx 1
m
emx + C

Tabulka 1. Tabulka b¥ºn¥ pouºívaných primitivních funkcí.

P°íklady 1.

Pouºijte Tabulku 1 k nalezení F (x):

1. f(x) = 5 2. f(x) = x8 3. f(x) = 1
x2

4. f(x) = e3x 5. f(x) = e−2x 6. cos 1
2
x.
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Spojitost s integrací jako sou£tem

Uvaºujme £ást grafu y = f(x) napravo od osy y, jak je znázorn¥no na Obrázku 2. P°edpoklá-
dejme, ºe f(x) leºí úpln¥ nad x osou. Je z°ejmé, ºe oblast ohrani£ená grafem a osou x závisí
na tom, jak daleko doprava se pohybujeme. Tato oblast, kterou ozna£íme A, bude záviset na
hodnot¥ x, A = A(x).

Obrázek 2. Plocha ohrani£ená grafem závisí na tom, jak daleko doprava se pohybujeme, tedy
A = A(x).

P°edpokládejme, ºe se budeme pohybovat dále sm¥rem doprava, jak je znázorn¥no na Ob-
rázku 3. Tuto roz²í°enou £ást ozna£íme δA. Pak δA p°edstavuje oblast vytvo°enou p°ír·stkem
x o δx. V²imn¥te si, ºe pak δA = A(x+ δx)− A(x).

Obrázek 3. P°ír·stek oblasti je δA ≈ f(x) δx.

Tento p°ír·stek δA m·ºe být aproximován za p°edpokladu, ºe má tvar obdélníku o vý²ce
y = f(x) a ²í°ce δx, tedy

δA ≈ f(x)δx

nebo
δA

δx
≈ f(x).

Pro limitu δx blíºící se nule dostáváme
dA

dx
= f(x).

Pokud je dána funkce f(x) jako derivace A(x), pak A(x) musí být primitivní funkcí k f(x),
tzn.

A(x) = F (x) + C. (1)

V textu uvedeném vý²e jsme psali, ºe F (x)+C popisuje v²echny funkce, které jsou primitivními
funkcemi f(x). Nyní budeme hledat konkrétní primitivní funkci zvolením konkrétní hodnoty
C. Tu získáme tak, ºe x = 0 je oblast ohrani£ená nulou tak, ºe 0 = F (0) + C a tím získáme
hodnotu C, tedy C = −F (0).
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Tento výsledek m·ºeme pouºít následovn¥: je dána funkce f(x), pak rovnice (1) nám °íká,
ºe obsah plochy pod grafem m·ºeme spo£ítat pomocí primitivní funkce F (x).

P°edpokládejme nyní, chceme ur£it plochu pod grafem mezi x = a a x = b, jak je znázorn¥no
na Obrázku 4. Celková plocha od x = 0 po x = b je dána

A(b) = F (b) + C.

Celková plocha po x = a je dána
A(a) = F (a) + C.

Rozdíl mezi oblastmi a a b je

A(b)− A(a) = F (b)− F (a).

V²imn¥te si, ºe se konstanta C vyru²í.

Obrázek 4. Plocha mezi a a b je A(b)− A(a).

D·leºité tvrzení

Pokud funkce f(x) leºí nad osou x, pak plochu pod y = f(x) v mezích a a b ur£íme
nalezením primitivní funkce F (x) a x = a, x = b. Oblast je

A = F (b)− F (a).

V dokumentu nazvaném Integrace jako sou£et jsme se podívali na to, jak by bylo moºné
nalézt plochu pod k°ivkou se£tením obdélníkových ploch. Bylo ukázáno, ºe oblast pod y = f(x)
mezi x = a a x = b se ur£í

A = lim
δx→0

x=b∑
x=a

f(x) δx.

Tento limitní postup m·ºeme p°epsat

A =

∫ b

a

f(x) dx

a de�novat jako ur£itý integrál funkce f(x) v mezích a a b.
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Takºe nyní známe dva zp·soby, jak najít oblast pod k°ivkou, p°i£emº jedním z nich je li-
mita sou£tu nalezením ur£itého integrálu, druhým je nalezení primitivní funkce. Obecn¥ platí,
ºe nalezení limity sou£tu je obtíºné, zatímco nalezení primitivní funkce je mnohem jednodu²²í.
Takºe v budoucnu se m·ºeme vyhnout sloºit¥j²ímu zp·sobu a ur£it integrály pouºitím primi-
tivní funkce.

D·leºité tvrzení

Jestliºe F (x) je jakákoliv primitivní funkce k funkci f(x), pak platí∫ b

a

f(x)dx = F (b)− F (a).

P°íklad
Chceme spo£ítat limδx→0

∑x=1
x=0 x

2 δx. Limitu sou£tu ur£íme jako sou£et malých obdélník· k
nalezení plochy pod y = x2 mezi x = 0 a x = 1. Tato limita de�nuje ur£itý integrál∫ 1

0

x2 dx.

Podle tvrzení vý²e m·ºeme spo£ítat tento integrál nalezením primitivní funkce x2. Ta je F (x) =
x3

3
+ C. Dosadíme za x = 1 a x = 0 a ur£íme rozdíl obou výsledk·:∫ 1

0

x2 dx =

(
13

3
+ C

)
−

(
03

3
+ C

)
=

1

3
.

V²imn¥te si, ºe konstanta C se vyru²ila - to se stane vºdy, a proto p°i °e²ení ur£itých integrál·
budeme konstantu C vynechávat a p°edchozí výpo£et budeme psát následujícím zp·sobem:∫ 1

0

x2 dx =

[
x3

3

]1
0

=

(
13

3

)
−

(
03

3

)
=

1

3
.

Obecn¥ pí²eme ∫ b

a

f(x)dx = [F (x)]ba

= F (b)− F (a).
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P°íklady 2

Spo£ítejte následující limity sou£tu uºitím primitivních funkcí.
1. Najd¥te limδx→0

∑x=1
x=0 x

3 δx.
2. Najd¥te limδx→0

∑x=2
x=1 x

4 δx.
3. Najd¥te limδx→0

∑x=1
x=0 e

2x δx.

Neur£ité integrály

Jak jsme mohli vid¥t, ur£itý integrál je úzce spojen s hledáním primitivní funkce. Z tohoto
d·vodu je b¥ºné, ºe hledáním primitivní funkcí obecn¥ myslíme integraci. Takºe obrácený proces
derivace je b¥ºn¥ ozna£ován jako integrace.

V p°íkladu na stran¥ 2 jsme hledali primitivní funkci k f(x) = 12x2 − 14x + 12. Pouºitím
integra£ního zápisu bychom b¥ºn¥ psali∫

(12x2 − 14x+ 12)dx = 4x3 − 7x2 + 12x+ C

a primitivní funkci nazvali neur£itý integrál funkce 12x2 − 14x + 12 podle x. Konstanta C
se nazývá integra£ní konstanta. Tabulka primitivních funkcí, Tabulka 1, se £asto nazývá
tabulka integrál·.

D·leºité tvrzení

Neur£itý integrál funkce f(x),
∫
f(x)dx, je mnoºina funkcí tvaru Je dán F (x)+C, kde

F (x) je jakákoliv primitivní funkce k f(x) a C je libovolná konstanta.

Ur£itý integrál funkce f(x) v mezích a a b,
∫ b
a
f(x)dx, je £íslo, které za spln¥ní ur£itých

podmínek m·ºeme spo£ítat ze vzorce F (b)−F (a), kde F (x) je jakákoliv primitivní funkce
k f(x).

V tomto dokumentu jsme popsali, jak provést opa£ný postup k derivování, coº vede k
primitivní funkci. Také jsme vid¥li, jak m·ºeme pouºít primitivní funkce k nalezení integrál·.
V dal²ích dokumentech se m·ºete nau£it, jak integrovat mnohem komplexn¥j²í funkce, kterých
se vyuºívá nap°íklad ve strojírenství a p°írodních v¥dách.

P°íklady 3.

Pouºijte Tabulku 1 k nalezení následujících integrál·:

1.
∫
e2x dx 2.

∫
sin 3x dx 3.

∫
cos 7x dx

4.
∫
e−3x dx 5.

∫
1
x3

dx 6.
∫
x1/2 dx

�e²ení

P°íklady 1.

1. 5x+ C 2. x
9

9
+ C 3. − 1

x
+ C

4. 1
3
e3x + C 5. −1

2
e−2x + C 6. 2 sin 1

2
x+ C.
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P°íklady 2.

1. 1
4

2. 31
5

3. 1
2
(e2 − 1).

P°íklady 3.

1. 1
2
e2x + C 2. −1

3
cos 3x+ C 3. 1

7
sin 7x+ C

4. −1
3
e−3x + C 5. − 1

2x2
+ C 6. 2x3/2

3
+ C.
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