
Aplikace extrém· funkce

V b¥ºném ºivot¥ £asto hledáme optimální °e²ení konkrétního problému. Jako je nap°íklad ur£ení
maximálního zisku, nalezení nejkrat²í cesty, nejv¥t²ího objemu. Práv¥ v t¥chto p°íkladech se ob-
racíme na diferenciální po£et. Jak postupujeme p°i °e²ení takovýchto otázek, ukazují následující
p°íklady.

P°íklad. Jezdecký k·¬ pot°ebuje výb¥h ve tvaru pravoúhelníku o plo²e 100m2. Kolik metr·
elektrického ohradníku musíte koupit k realizaci takového výb¥hu, abyste utratili co nejmén¥?
P°edpokládejme, ºe el. ohradník je drát a cena se udává za jeden metr délky.

�e²ení. Vzore£ek pro výpo£et plochy pravoúhelníku je S = a · b. Jestliºe chceme hledat mini-
mální náklady na koupi ohradníku, pot°ebujeme znát i vzore£ek pro obvod ohrady O = 2(a+b).
Pot°ebujeme najít funkci, která popisuje velikost obvodu v závislosti na obsahu. Vyjád°íme ze
vzore£ku S = a · b délku strany a = S

b
. Dosadíme do vzore£ku pro obvod: O = 2 ·

(
S
b
+ b
)
. Te¤

m·ºeme formalizovat úlohu, tedy sestavíme funkci:

f(x) = 2 ·
(
100

x
+ x

)
.

Ur£íme derivaci funkce:
f ′(x) = 2− 200

x2
.

Funkce m·ºe mít minimum v bodech, ve kterých je derivace rovna nule. �e²me tedy rovnici:

f ′(x) =0

2− 200

x2
=0

2x2 =200

x =± 10

Zápornou hodnotu nebereme v úvahu, protoºe neexistuje záporná délka. Tedy b = 10 ze
vzore£ku S = a · b pro S = 100 je z°ejmé, ºe a = 10. Obvod ohrady a tím i náklady bu-
dou nejniº²í práv¥ tehdy, kdyº ohrada bude ve tvaru £tverce o stran¥ a = 10. Pak je obvod
O = 2(10 + 10) = 40m.

P°íklad. Parník plující rovnom¥rnou rychlostí v má spot°ebu paliva 0, 3+0, 00002v3 za hodinu.
Jakou rychlostí má plout, aby jeho spot°eba byla co nejmen²í.

�e²ení. Ozna£me spot°ebu paliva Sp ta je rovna 0, 3 + 0, 00002v3. Najdeme funkci, která vy-
jad°uje spot°ebu paliva. Uvaºujme, ºe parník bude plout n¥jakou dobu t, pak funkce spot°eby
je

fSp(v) = Sp · t.
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Jestliºe dosadíme za Sp a £as t vyjád°íme jako podíl dráhy a rychlosti získáme

fSp(v) = 0, 3 + 0, 00002v3 · s
v
.

Minimální spot°eba nastane v míst¥ lokálního minima námi stanovené funkce.
Tedy ur£íme derivaci funkce fSp:

f ′Sp(v) =
−0, 3s
v2

+ 0, 00004sv.

Derivaci poloºíme rovno nule, tedy −0,3s
v2

+0, 00004s = 0. Rovnost je spln¥na práv¥ tehdy, kdyº

v = 19, 57.

Parník musí plout rychlostí v = 19, 57 km/h.

P°íklad. Kino promítá �lm jen tehdy, kdyº si koupí lístek 10 a víc divák·. V takovém p°ípad¥
stojí vstupenka 150 K£. Jestliºe si koupí lístek víc jak 80 diváku, je za kaºdého diváka nad 80
cena vstupenky sníºena o 1, 5 K£ v²em divák·m. Do promítacího sálu se vejde maximáln¥ 150
divák·. P°i jakém po£tu divák· má kino nejv¥t²í zisk?

�e²ení. Po£et divák· ozna£me jako x. Je evidentní, ºe x ∈ 〈10, 150〉. Najdeme funkci, která
vyjad°uje cenu vstupenky, kdy je po£et diváku v¥t²í jako 80.
Jeli x po£et divák·, pak x− 80 je po£et divák· nad 80. Cena vstupenky je v tomto p°ípad¥ je
150− (x− 80) · 3

2
K£. Po úprav¥ máme 540−3x

2
.

Te¤ m·ºeme sestavit funkci popisující zisk kina v závislosti na po£tu divák·. Tedy formalizujme
úlohu:

f(x) =

{
150x pro x ∈ 〈10, 80〉
(540−3x

2
)x pro x ∈ (80, 150〉

Poznamenejme, ºe funkce je spojitá na celém de�ni£ním oboru (i v bod¥ 80). Ur£íme derivaci
funkce:

f ′(x) =


150 pro x ∈ (10, 80)

neex. pro x = 80

(270− 3x) pro x ∈ (80, 150)

Funkce m·ºe mít maximum v bodech, ve kterých je první derivace nulová, nebo kde neexistuje;
k ov¥°ení existence maxima pouºijeme znaménko 1. derivace.

f ′(x) = 0 pro x = 90,

f ′(x) > 0 pro x ∈ (10, 80) a pro x ∈ (80, 90),

f ′(x) < 0 pro x ∈ (90, 150).
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Funkce roste a spolu s ní zisk spolu s po£tem divák· a º k devadesátému náv²t¥vníkovi, tam
dosahuje svého maxima a s dal²ími náv²t¥vníky klesá aº k po£tu 150 náv²t¥vník·. P°i devadesáti
náv²t¥vnících je zisk 12 150 K£. Vskutku

f(90) =

(
540− 3 · 90

2

)
90 = 12 150.

Poznamenejme, ºe absolutního minima dosáhne funkce v n¥kterém z krajních bod· intervalu:

f(10) = 150 · 10 = 1 500 f(150) =

(
540− 3 · 150

2

)
150 = 6 750.

Nejmen²í zisk zaznamená kino p°i náv²t¥vnosti 10. divák·.

Cvi£ení.

1. �íslo 32 rozloºte na dva s£ítance, tak aby jejich sou£in byl co nejv¥t²í.

2. Karton má rozm¥ry 60 × 28 cm. Chceme vytvo°it krabici bez víka, tak ºe v rozích od-
st°ihneme £tverec. Jakou velikost musí mít strana £tverce, aby krabice m¥la co nejv¥t²í
objem?

3. Pro pokro£ilé:
Na parabole y = 4x− x2 najd¥te bod, který je nejblíºe k bodu A = [−1, 4].

Odpov¥di.

1. 16, 16

2. 6

3. [1, 3]
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