
Nevlastní integrál
Dosud jsme se zabývali Riemannovým integrálem, který je de�nován pro ohrani£enou funkci

f(x) na uzav°eném intervalu 〈a, b〉. Tento ur£itý integrál jsme zapisovali ve tvaru
b∫
a

f(x)dx.

V tomto £lánku pon¥kud roz²í°íme pojem Riemannova ur£itého integrálu i na p°ípady, kdy je
integra£ní obor neohrani£ený (tj. (−∞, b〉, 〈a,∞) nebo p°ípadn¥ (−∞,∞)) nebo je neohrani-
£ená integrovaná funkce. Tyto zobecn¥né ur£ité integrály se nazývají nevlastní. Seznámíme se
se dv¥ma typy nevlastních integrál·.
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Úvod

V p°ípad¥ Riemannova ur£itého integrálu
b∫
a

f(x)dx jsme vycházeli ze dvou p°edpoklad·:

1 Integra£ní obor je kone£ný uzav°ený interval 〈a, b〉.

2 Integrovaná funkce f(x) je na tomto intervalu ohrani£ená (ohrani£ená zdola i shora).

Integrály de�nované za t¥chto p°edpoklad· nazýváme vlastní integrály. Jestliºe se v ur£i-
tém integrálu objeví neohrani£ený interval nebo neohrani£ená funkce, hovo°íme o nevlastních

integrálech. Rozeznáváme dva druhy nevlastních integrál·:

1 Je-li interval, na kterém integrujeme, neohrani£ený, hovo°íme o nevlastním integrálu vli-
vem meze (prvního druhu, nevlastní integrál na neohrani£eném intervalu). Jde o integrály
typu ∫ b

−∞
f(x)dx,

∫ ∞
a

f(x)dx,

∫ ∞
−∞

f(x)dx.

2 Je-li integrovaná funkce v intervalu 〈a, b〉 neohrani£ená, hovo°íme o nevlastních integrálech
vlivem funkce (druhého druhu).
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Nevlastní integrál vlivem meze

Nový pojem

Nech´ funkce f(x) je integrovatelná v intervalu 〈a,∞), kde a ∈ R. Existuje-li vlastní

limita limb→+∞

b∫
a

f(x)dx, °íkáme, ºe integrál
∞∫
a

f(x)dx konverguje. Pak pokládáme

∫ ∞
a

f(x)dx = lim
t→+∞

∫ t

a

f(x)dx.

Pokud limita limb→+∞

b∫
a

f(x)dx neexistuje nebo je nevlastní, pak °íkáme, ºe integrál di-

verguje.

Interpreta£ní poznámka. Je-li singularita v dolní mezi, je de�nice analogická a platí∫ b

−∞
f(x)dx = lim

t→−∞

∫ b

t

f(x)dx.

D·leºité tvrzení

Pokud jsou singulární body v horní i v dolní mezi, pak interval rozd¥líme bodem c a
pí²eme∫ ∞

−∞
f(x)dx =

∫ c

−∞
f(x)dx+

∫ ∞
c

f(x)dx = lim
t→−∞

∫ c

t

f(x)dx+ lim
t→+∞

∫ t

c

f(x)dx.

Tématický p°íklad. Vypo£t¥te integrál
∞∫
0

1
1+x2

dx.

Budeme postupovat podle de�nice. Nejprve nalezneme pomocnou funkci horní meze F (c) =
c∫
a

f(x)dx a potom spo£ítáme její limitu L = limc→+∞ F (c).

F (c) =
c∫
0

1
1+x2

dx = [arctanx]c0 = arctan c− arctan 0 = arctan c, takºe

L = limc→+∞ F (c) = limc→+∞ arctan c = π
2
.

Integrál tedy konverguje a platí
∞∫
0

1
1+x2

dx = π
2
.

Tématický p°íklad. Vypo£t¥te integrál
∞∫
0

x
1+x2

dx.

Postupujeme stejn¥ jako v p°edcházejícím p°íkladu.

F (c) =
c∫
0

x
1+x2

dx = 1
2

c∫
0

2x
1+x2

dx = 1
2
[ln(1 + x2)]

c
0 =

1
2
ln(1 + c2), takºe

L = limc→+∞ F (c) = limc→+∞
1
2
ln(1 + c2) = +∞.

Integrál tedy diverguje.
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Tématický p°íklad. Vypo£t¥te integrál
0∫
−∞

x2ex
3
dx.

Funkce f(x) = x2ex
3
je spojitá pro v²echna reálná x. Nalezn¥me nejprve primitivní funkci

k dané funkci:∫
x2ex

3
dx =

∣∣∣∣∣∣
substituce :

x3 = t
3x2dx = dt

∣∣∣∣∣∣ = 1
3

∫
etdt = 1

3
et = 1

3
ex

3
+ C.

G(c) =
0∫
c

x2ex
3
dx =

[
1
3
ex

3
]0
c
= 1

3

(
1− ec

3
)
, takºe

L = limc→−∞G(c) = limc→−∞
1
3

(
1− ec

3
)
= 1

3
− 1

3
limc→−∞ ec

3
= 1

3
− 1

3
0 = 1

3
.

Integrál tedy konverguje a platí
0∫
−∞

x2ex
3
dx = 1

3
.

Cvi£ení 1

Vypo£t¥te integrály

(a)
+∞∫
1

x3+1
x4

dx (b)
1∫
−∞

dx
x2+2x+5

(c)
+∞∫
2

lnx
x
dx (d)

+∞∫
−∞

xe−x
2
dx

Nevlastní integrál vlivem funkce

Nový pojem

Nech´ funkce f(x) je integrovatelná v kaºdém intervalu 〈a, t〉 kde a < t < b a nech´
je f(x) neohrani£ená v levém okolí bodu b (viz Obrázek 1). Existuje-li vlastní limita

limt→b−
t∫
a

f(x)dx, °íkáme, ºe integrál
∫ b
a
f(x)dx konverguje. Pak pokládáme

b∫
a

f(x)dx = lim
t→b−

∫ t

a

f(x)dx.

Pokud limita limt→b−
t∫
a

f(x)dx neexistuje nebo je nevlastní, pak °íkáme, ºe integrál di-

verguje.

Obrázek 1. Funkce neohrani£ená v levém okolí bodu b.
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Nový pojem

Bodu b, pro který platí, ºe v jeho levém okolí je funkce f(x) neohrani£ená a
b∫
a

f(x)dx

konverguje °íkáme singulární bod.

Interpreta£ní poznámka. Je-li singulárním bodem bod a (tj. f(x) je neohrani£ená v pravém

okolí bodu a a
b∫
a

f(x)dx konverguje), je de�nice analogická a pí²eme

∫ b

a

f(x)dx = lim
t→a+

∫ b

t

f(x)dx.

D·leºité tvrzení

Pokud jsou oba krajní body intervalu 〈a, b〉 singulární a funkce f(x) je integrovatelná na
〈a, b〉, pak rozd¥líme interval libovolným bodem c (viz Obrázek 2) a spo£teme∫ b

a

f(x)dx =

∫ c

a

f(x)dx+

∫ b

c

f(x)dx = lim
t→a+

∫ c

t

f(x)dx+ lim
t→b−

∫ t

c

f(x)dx.

Pokud se singularita vyskytne uvnit° intervalu 〈a, b〉, pak integrál rozd¥líme práv¥ v tomto
bod¥ c (viz Obrázek 3) a spo£ítáme∫ b

a

f(x)dx =

∫ c

a

f(x)dx+

∫ b

c

f(x)dx = lim
t→c−

∫ t

a

f(x)dx+ lim
t→c+

∫ b

t

f(x)dx.

Obrázek 2. Funkce se singularitami v obou krajních bodech.

Obrázek 3. Funkce se singularitou uvnit°.
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Tématický p°íklad. Vypo£t¥te integrál
1∫
0

x√
1−x2dx.

Integrovaná funkce je spojitá na intervalu 〈0, 1) a v bod¥ x = 1 není de�nována. Protoºe
platí limx→1−

x√
1−x2 =

(
1
0+

)
= +∞, jedná se o nevlastní integrál z neohrani£ené funkce.

Nejprve nalezneme pomocnou funkci F (c) =
c∫
a

f(x)dx, 0 ≤ c < 1 a potom spo£ítáme její

limitu zleva L = limc→1− F (c).

F (c) =

∫ c

0

x√
1− x2

dx =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
substituce :
1− x2 = t
−2xdx = dt
xdx = −1

2
dt

0 7→ 1, c 7→ 1− c2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= −1

2

∫ 1−c2

1

1√
t
dt =

= −1

2

[
t1/2

1/2

]1−c2
1

= [
√
t]11−c2 = 1−

√
1− c2.

Vypo£teme limitu pro c→ 1−:
L = limc→1− F (c) = limc→1−(1−

√
1− c2) = 1− 0 = 1.

Integrál je tedy konvergentní a platí:
1∫
0

x√
1−x2dx = 1.

Tématický p°íklad. Vypo£t¥te integrál
4∫
0

1
x
dx.

Integrovaná funkce je spojitá na intervalu (0, 4〉 a v bod¥ x = 0 není de�nována. Protoºe
platí limx→0+

1
x
=
(

1
0+

)
= +∞, jedná se o nevlastní integrál z neohrani£ené funkce. Grafem

funkce je rovnoosá hyperbola s asymptotami x = 0 a y = 0.
Nejprve vypo£teme ur£itý integrál na intervalu (c, 4〉, kde 0 < c ≤ 4:

G(c) =
4∫
c

1
x
dx = [lnx]4c = ln 4− ln c.

Nyní vypo£teme limitu pro c→ 0+:
L = limc→0+ G(c) = limc→0+(ln 4− ln c) = ln 4− (−∞) = +∞.
Integrál je tedy divergentní.

Cvi£ení 2

Vypo£t¥te integrály

(a)
1∫
0

dx
5√
x3

(b)
1∫
0

lnxdx (c)

π
2∫
0

dx
sinx cosx

(d)
2∫
0

dx
x2−4x+3

Odpov¥di na cvi£ení

Cvi£ení 1

(a) diverguje; (b) 3π
8
; (c) diverguje; (d) 0.

Cvi£ení 2

(a) 5
2
; (b) −1; (c) diverguje; (d) diverguje.
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