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Nevlastni integral e

Dosud jsme se zabyvali Riemannovym integralem, ktery je definovan pro ohrani¢enou funkci
b

f(z) na uzavieném intervalu (a,b). Tento ur¢ity integral jsme zapisovali ve tvaru [ f(z)dx.

V tomto ¢lanku ponékud rozsitime pojem Riemannova urcitého integralu i na pfipa(llzy, kdy je
integracni obor neohraniceny (tj. (—o0,b), (a,o0) nebo piipadné (—oo, 00)) nebo je neohrani-
¢end integrovana funkce. Tyto zobecnéné urcité integraly se nazyvaji nevlastni. Seznamime se
se dvéma typy nevlastnich integrali.
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Uvod
b
V piipadé Riemannova uréitého integralu [ f(z)dx jsme vychéazeli ze dvou piedpokladii:
1 Integra¢ni obor je kone¢ny uzavieny interval (a,b).

2 Integrovana funkce f(x) je na tomto intervalu ohrani¢ené (ohranic¢ené zdola i shora).

Integraly definované za téchto pfedpokladi nazyvame wvlastni integrdly. Jestlize se v urci-
tém integralu objevi neohraniceny interval nebo neohranicena funkce, hovoiime o nevlastnich
integrdlech. Rozeznavame dva druhy nevlastnich integralu:

1 Je-li interval, na kterém integrujeme, neohranic¢eny, hovorime o nevlastnim integralu vli-
vem meze (prvniho druhu, nevlastni integral na neohrani¢eném intervalu). Jde o integraly

typu b ) )
/_oof(x)dx, /a f(z)dx, /_oof(x)dx'

2 Je-li integrovana funkce v intervalu (a, b) neohrani¢ené, hovotime o nevlastnich integralech
vlivem funkce (druhého druhu).
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Nevlastni integral vlivem meze

Novy pojem

Necht funkce f(z) je integrovatelna v intervalu (a,o00), kde a € R. Existuje-li vlastni
b

limita limy, 4o [ f(x)dz, fikime, Ze integral [ f(x)dz konverguje. Pak pokladame

t—+o0

/aoof(x)dx: lim /atf(:c)d:v.
b

Pokud limita limp_, ;o f f(z)dz neexistuje nebo je nevlastni, pak fikime, ze integrdal di-

verquje.

Interpretacni pozndmka. Je-li singularita v dolni mezi, je definice analogicka a plati

/b f(z)de = tEr_n bf(:z:)dx.

t

Dilezité tvrzeni

Pokud jsou singularni body v horni i v dolni mezi, pak interval rozdélime bodem c a
piseme

0 @ 0 @ t
/ f(z)dx :/ f(z)dz —|—/ f(z)de = tLiznoo f(z)dz —|—tE£noo/ f(z)dz.

t

oo
Tématicky piiklad. Vypoctéte integral [ lsda.
0
Budeme postupovat podle definice. Nejprve nalezneme pomocnou funkei horni meze F'(c) =

[ f(z)dz a potom spocitame jeji limitu L = lim._, o F(c).

C
Fle)=[ 1Jr%d:zc = [arctan z]§ = arctan ¢ — arctan 0 = arctan ¢, takze
0

us

L =lim, o F(c) = lim._, o arctanc = 7.

Integral tedy konverguje a plati f H%dx = 7.
0

Tématicky piiklad. Vypoctéte integral [ Zydx.
0

Postupujeme stejné jako v predchazejicim piikladu.
C C

F(0) = [ e =} | t25da = 4 In(1 4 22)f; = §n(1 + &), takse
0 0

L =1lim., o F(c) =lim. 400 % In(1 + ¢?) = +oo.
Integral tedy diverguje.
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0
Tématicky p¥iklad. Vypoctite integral [ z2e*’du.
—0o0
Funkce f(z) = z2e® je spojitd pro vSechna realnd z. Naleznéme nejprve primitivni funkci
k dané funkci:
substituce :
fx%xgd:p = 3=t =3 [eldt =
3a?dr = dt

0 , 410 .
G(c) = [ da = [%ez } =1 <1 — e ), takze

el =

wl=

L = limg, o0 G(c) = lim,, o 2 (1 . e> — 1 im, e® =1 lo=1
O b
Integral tedy konverguje a plati [ z%¢*’dr = 3.
Cviceni 1
Vypoctéte integraly
o 2341 p dx o Inz e —x?
(a) _1f rdr (b) _{O P (c) ‘! “Edx (d) _{O re ¥ dx

Nevlastni integral vlivem funkce

Novy pojem

Necht funkce f(x) je integrovatelnd v kazdém intervalu (a,t) kde a < t < b a necht
je f(x) neohrani¢ena v levém okoli bodu b (viz Obrazek 1). Existuje-li vlastni limita

t
lim, - [ f(z)dz, fkéme, Ze integral f;f(x)dx konverguje. Pak pokladame

t—=b~ J,

b
/ f(x)dz = lim [ f(z)dz.

t
Pokud limita lim;_,,- ff(:c)dx neexistuje nebo je nevlastni, pak tikdme, 7ze integrdl di-

verquje.
yh
0 a 1 b T
Obrazek 1. Funkce neohrani¢ena v levém okoli bodu b.
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Novy pojem

b
Bodu b, pro ktery plati, Ze v jeho levém okoli je funkce f(x) neohrani¢end a [ f(x)dx

a
konverguje fikdme singuldrni bod.

Interpretacéni pozndmka. Je-li singularnim bodem bod a (tj. f(z) je neohrani¢ena v pravém

b
okolf bodu a a [ f(x)dx konverguje), je definice analogickd a piSeme

b b
/f(x)dx: lim/ f(z)dz.
a t—at J;

Pokud jsou oba krajni body intervalu (a, b) singularni a funkce f(x) je integrovatelna na
(a, b), pak rozdélime interval libovolnym bodem ¢ (viz Obréazek 2) a spoc¢teme

b c b @ t
/af(x)dx:/a f(m)dx—l—/c f(x)dx:tl_i}g t f(x)dm—i—tl_ig{ ! f(z)dx.

Pokud se singularita vyskytne uvniti intervalu (a, b), pak integral rozdélime pravé v tomto
bodé ¢ (viz Obrazek 3) a spocitame

/ab f(x)dz = /acf(a:)da:+ /be(x)dx = lim tf(x)dx + lim ’ (z)dz.

t—=c™ Jq t—ct Ji

o a e \bm

Obrézek 2. Funkce se singularitami v obou krajnich bodech.

Obrazek 3. Funkce se singularitou uvnitt.
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1
Tématicky p¥iklad. Vypoctéte integral bf .

Integrované funkce je spojita na intervalu (0,1) a v bodé z = 1 neni definovana. Protoze
X

plati lim, - £ = (5r) = 400, jedna se o nevlastni integral z neohranitené funkce.
(&
Nejprve nalezneme pomocnou funkei F(c) = [ f(z)dz, 0 < ¢ < 1 a potom spocitame jeji
a

limitu zleva L = lim,._,;- F(c).

substituce :
c 1_:52 =1 1—c?
T 1 1
F(c) = / ——dx = —2xdr = dt = ——/ —dt =
o V1—2a2 vdz = —Ldt 2 /i Vi
O 1,cr—1—¢c2

1—c?
1 [tl/Q ;

=73 1_/2} SVl =V

Vypocteme limitu pro ¢ — 17:
1
Integral je tedy konvergentni a plati: Ofﬁdx =1.

1
Tématicky piiklad. Vypoctéte integral [ 1da.
0

Integrované funkce je spojitd na intervalu (0,4) a v bodé z = 0 neni definovana. Protoze

plati limgHOJF% = (O%,) = +00, jedna se o nevlastni integral z neohrani¢ené funkce. Grafem

funkce je rovnoosd hyperbola s asymptotami x =0 a y = 0.
Nejprve vypocteme ur¢ity integral na intervalu (c,4), kde 0 < ¢ < 4:

4
G(c) = [1dz = Inz]!=In4 —Inc.

Nyni vypocteme limitu pro ¢ — 07:
L =1lim, o+ G(¢) =lim. o+ (In4 —Inc) =In4 — (—o0) = +o0.
Integral je tedy divergentni.

Cviceni 2

Vypoctéte integraly

1 1 5
W[ O nar 0] Gl @) ] s

Odpovédi na cviceni

Cviceni 1

(a) diverguje; (b) 2 (c) diverguje; (d) 0.
Cviceni 2
(a) 3; (b) —1,; (c) diverguje; (d) diverguje.
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