
Extrémy funkce více prom¥nných

V téhle kapitole si roz²í°ime pojem extrému funkce. Uº víme, co je to extrém funkce jedné
prom¥nné a nyní si pojem zavedeme i pro funkci více prom¥nných.

Nový pojem: Stacionární bod

Bod ~a je stacionární jsou-li v²echny parciální derivace v tomhle bod¥ rovné nule. Tedy
pokud je splneno ∂f

∂a1
= 0, ∂f

∂a2
= 0, . . . , ∂f

∂an
= 0, nebo skrácene pokud tzv. gradient

∇f(~a) = ~0.

Jak uº víme z £ásti o funkci jedné prom¥nné, ne kaºdý stacionární bod je extrémem funkce.
Proto hovo°íme, ºe jde pouze o nutnou podmínku k existenci extrému, ne posta£ující. Tato
podmínka nám dává jenom "kandidáty" na lokální extrémy, zda-li nimi opravdu jsou je t°eba
je²t¥ prov¥°it pomocí derivací vy²²ích °ád·.

Lokální extrémy

Funkce f má v bode ~a lokální minimum, jestli je hodnota funkce v tomhle bod¥ nejmen²í z
hodnot v okolí bodu ~a. Jinak °e£eno, funk£ní hodnoty v okolí bodu ~a jsou vy²²í.
O lokální maximum se jedná v p°ípad¥, ºe funk£ní hodnota v daném bod¥ ~a je nejvy²²í z
hodnot v okolí tohoto bodu.
Funkce na obrázku má v levé £ásti dv¥ lokální maxima a vpravo lokální minimum.

Postup p°i hledání extrém· funkce dvou prom¥ných

1. Najdeme stacionární body funkce a to tak, ºe °e²íme systém rovnic
∂f

∂x
(x, y) = 0

∂f

∂y
(x, y) = 0.

2. Pak pomocí druhých derivací sestavíme Hessovou matici pro kaºdý stacionární bod (x, y)

H =

(
∂2f
∂x2 (x, y)

∂2f
∂x∂y

(x, y)
∂2f
∂y∂x

(x, y) ∂2f
∂y2

(x, y)

)
.
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Jestli je determinant Hessovy matice kladný, tj. |H| > 0 je v daném bod¥ extrém. Pak o
ur£ení druhu extrému rozhoduje druha derivace, je-li ∂2f

∂x2 (x, y) > 0 je to lokální minimum,
je-li ∂2f

∂x2 (x, y) < 0 lokální maximum. V p°ípade, ºe je determinant záporný, nejedná se o
extrém, ale o sedlový bod.

Tematický p°íklad. Zjist¥te zda-li má funkce f(x, y) = 2x2 +2xy+2y2− 6x lokální extrémy
a jaký je jejich charakter.

Nejd°íve vyhledáme stacionární body funkce a to z rovnic

4x+ 2y − 6 = 0

2x+ 4y = 0.

�e²ením soustavy je bod (2,−1). Sestavíme Hessovou matici:

H =

(
4 2
2 4

)
.

Její determinant D = 4 · 4− 2 · 2 = 12 > 0 a taky ∂2f
∂x2 (x, y) = 4 > 0. Proto m·ºeme prohlásit,

ºe bod (2,−1) je lokálním minimem.

D·leºité tvrzení: Postup p°i hledání lokálních extrém·

Nejd°íve najdeme stacionární body funkce °e²ením systému rovnic. Pak sestavíme Hes-
sovou matici a zjistíme znaménko determinantu. Je-li záporný, bod není extrémem
funkce. Je-li determinant kladný, je v daném bod¥ extrém, a to lokální maximum po-
kud ∂2f

∂x2 (x, y) < 0 a nebo lokální minimum pokud ∂2f
∂x2 (x, y) > 0.

Vázané extrémy

V praxi se £asto setkáváme s úlohou najít extrémy funkce ne na celém jejím de�ni£ním oboru,
ale pouze v n¥jaké £ásti. Nap°íklad na n¥jaké k°ivce zadané rovnicí g(x, y) = 0. Tuhle rovnici
nazýváme vazba.

Postup p°i hledání vázaných extrém· funkce dvou prom¥ných - metoda Lagrange-

ových multiplikátor·

1. Na výpo£et se pouºívá Lagrangeova funkce ve tvaru L(x, y, λ) = f(x, y)+λg(x, y), kde
g(x, y) vyjad°uje vazbu. Dále je postup stejný jako p°i hledání lokálních extrém·.

2. Naleznou se stacionární body pomocí rovnic

∂L

∂x
(x, y, λ) = 0

∂L

∂y
(x, y, λ) = 0

∂L

∂λ
(x, y, λ) = 0.
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3. Sestaví se Hessova matice a ur£í znamínko determinantu.

Tematický p°íklad. Nalezneme lokální extrémy funkce f(x, y) = 3x2 + 5y2 − 2xy, jestli je
podmínka vazby g(x, y) = x+ y − 5.

Sestavíme Lagrangeovou funkci L(x, y, λ) = 3x2 + 5y2 − 2xy + λ · (x + y − 5) a vy²et°íme
stacionární body:

6x− 2y + λ = 0

10y − 2x+ λ = 0

x+ y − 5 = 0.

�e²ením systému je x = 3, y = 2, λ = −14. Sestavíme Hessovou matici druhých derivací

H =

(
6 −2
−2 10

)
.

Její determinant je D = 6 · 10− (−2) · (−2) = 56 > 0 a taky ∂2f
∂x2 (3, 2) > 0, proto bod (3, 2) je

vázaným lokálním minimem.

D·leºité tvrzení: Hledání vázaných extrém·

Pro nalezení vázaného extrému s vazbou g(x, y) = 0 pouºíváme Lagrangeovou funkci ve
tvaru L(x, y, λ) = f(x, y)+λ ·g(x, y). Dále postupujeme jako v p°ípad¥ hledání lokálního
extrému.

Globální extrémy

Funkce má v bod¥ ~a globální minimum, jestli je hodnota v tomhle bod¥ nejmen²í ze v²ech
hodnot, které funkce nabývá na zadané mnoºin¥ M . Podobn¥ °ekneme, ºe funkce má v bod¥ ~a
globální maximum, jestli je funk£ní hodnota v tomhle bod¥ ze v²ech nejvy²²í.

Postup p°i hledání globálních extrém·: Nejd°íve vyhledáme lokální extrémy, podle po-
stupu popsaného vý²e, které leºí uvnit° zadané mnoºiny M. Pak je²t¥ prov¥°íme vázané extrémy
na hranici mnoºiny M . Nakonec ur£íme které z nalezených maxim je nejv¥t²í (tedy globální) a
které minimum je nejmen²í (globální minimum).

Tematický p°íklad. Najdete globální extrémy funkce f(x, y) = x2+2x+y2−2y+3 na kruhu
M se st°edem v po£átku soustavy sou°adnic a s polom¥rem 2

√
2.

Zaprvé nalezneme volné extrémy na mnoºine M . K tomu pot°ebujeme ur£it stacionární body:

2x+ 2 = 0

2y − 2 = 0.
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�e²ením je bod (−1, 1). Determinant Hessovy matice

H =

(
2 0
0 2

)
je D = 4 > 0 a také ∂2f

∂x2 (−1, 1) = 2 > 0, proto bod (−1, 1) je lokálním minimem. Rovnice kruhu
ze zadání je x2 + y2 = 8, bod (−1, 1) leºí uvnit° a p°ipadá v úvahu jako moºný globální extrém
na M .

Zadruhé je t°eba prov¥°it vázané extrémy na M . Sestavíme Lagrangeovou funkci

L = x2 + 2x+ y2 − 2y + 3 + λ · (x2 + y2 − 8).

Parciálním derivovaním podle v²ech prom¥nných sestavíme systém

2x+ 2 + 2λx = 0

2y − 2 + 2λy = 0

x2 + y2 − 8 = 0,

který má dv¥ °e²ení x1 = −2, y1 = 2, λ1 = −1/2 a x2 = 2, y2 = −2, λ2 = −3/2. �ili máme dva
stacionární body (−2, 2) a (2,−2). Sestavíme Hessovou matici

H =

(
2 + 2λ 0

0 2 + 2λ

)
.

Pro λ = −1/2 je její determinant kladný a ∂2f
∂x2 (−2, 2) = 1 > 0, bod (−2, 2) je lokálním

minimem. Pro λ = −3/2 je determinant také kladný, ale ∂2f
∂x2 (2,−2) = −1 < 0, bod (2,−2) je

lokálním maximem.
Na záv¥r sta£í porovnat funk£ní hodnoty a vyhodnotit, které minimum je globální

f(−2, 2) = 3→ pouze lokální minimum
f(−1, 1) = 1→ globální minimum.

Bod (2,−2) je globálním maximem (není s £ím srovnávat, protoºe jde o jediné maximum).
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