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V téhle kapitole si rozsitime pojem extrému funkce. Uz vime, co je to extrém funkce jedné
proménné a nyni si pojem zavedeme i pro funkci vice proménnych.

Novy pojem: Stacionarni bod

Bod @ je stacionarni jsou-li vSechny parcialni derivace v tomhle bodé rovné nule. Tedy
pokud je splneno 2L = 0, 2L = 0,..., 2L = 0, nebo skricene pokud tzv. gradient
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Jak uz vime z Césti o funkci jedné proménné, ne kazdy stacionarni bod je extrémem funkce.

Proto hovorime, Ze jde pouze o nutnou podminku k existenci extrému, ne postacujici. Tato
b)) )

podminka nam dava jenom "kandidaty" na lokalni extrémy, zda-li nimi opravdu jsou je tieba

jesté provérit pomoci derivaci vyssich Fadii.

Lokalni extrémy

Funkce f mé v bode d@ lokdlni minimum, jestli je hodnota funkce v tomhle bodé nejmensi z
hodnot v okoli bodu a. Jinak fec¢eno, funkéni hodnoty v okoli bodu @ jsou vySsi.

O lokalni maximum se jedna v piipadé, ze funkéni hodnota v daném bodé @ je nejvyssi z
hodnot v okoli tohoto bodu.

Funkce na obrizku mé v levé ¢asti dvé lokdlni maxima a vpravo lokalni minimum.
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Postup pri hledani extrémi funkce dvou proménych

1. Najdeme stacionarni body funkce a to tak, ze feSime systém rovnic
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2. Pak pomoci druhych derivaci sestavime Hessovou matici pro kazdy stacionarni bod (z,y)
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Jestli je determinant Hessovy matice kladny, tj. |H| > 0 je v daném bodé extrém. Pak o
urceni druhu extrému rozhoduje druha derivace, je-li %(x, y) > 0 je to lokalni minimum,
je-li %(m, y) < 0 lokalni maximum. V piipade, Ze je determinant zaporny, nejedné se o
extrém, ale o sedlovy bod.

Tematicky p¥iklad. Zjistéte zda-li ma funkce f(z,y) = 22% + 2zy + 2y* — 6 lokalni extrémy
a jaky je jejich charakter.
Nejdiive vyhledame stacionarni body funkce a to z rovnic
dr+2y—6 =0
2v +4y =0.

Regenim soustavy je bod (2, —1). Sestavime Hessovou matici:

i-(12)

Jeji determinant D =4-4 —2-2 =12 > 0 a taky %(m,y) =4 > 0. Proto muzeme prohlasit,
ze bod (2, —1) je lokdlnim minimem.

Dilezité tvrzeni: Postup p¥i hledani lokalnich extrémi

Nejdiive najdeme stacionarni body funkce feSenim systému rovnic. Pak sestavime Hes-
sovou matici a zjistime znaménko determinantu. Je-li zdporny, bod neni extrémem
funkce. Je-li determinant kladny, je v daném bodé extrém, a to lokdlni maximum po-
kud %(m, y) < 0 a nebo lokalni minimum pokud %(m, y) > 0.

Vazané extrémy

V praxi se ¢asto setkavame s tlohou najit extrémy funkce ne na celém jejim defini¢nim oboru,
ale pouze v néjaké ¢asti. Napiiklad na n&jaké kiivce zadané rovnici g(x,y) = 0. Tuhle rovnici
nazyvame vazba.

Postup p¥i hledani vazanych extrémi funkce dvou proménych - metoda Lagrange-
ovych multiplikatora

1. Na vypocet se pouzivd Lagrangeova funkce ve tvaru L(z,y, \) = f(x,y)+ Ag(z,y), kde
g(z,y) vyjadifuje vazbu. Dale je postup stejny jako pii hledani lokdlnich extrému.

2. Naleznou se stacionarni body pomoci rovnic

N =0
g—j(:c, y,A) =0
g—i(:t, y,A) = 0.
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3. Sestavi se Hessova matice a ur¢i znaminko determinantu.

Tematicky p¥iklad. Nalezneme lokilni extrémy funkce f(x,y) = 322 + 5y* — 22y, jestli je
podminka vazby g(z,y) =z +y — 5.

Sestavime Lagrangeovou funkci L(z,y,\) = 322 + 5y? — 2zy + A - (z +y — 5) a vySetiime
stacionarni body:

6r —2y+A = 0
10y —2x+ )\ =
r+y—>5 =

Resenim systému je x = 3,y = 2, A = —14. Sestavime Hessovou matici druhych derivaci

6 -2
"= ( ~2 10 ) ‘
Jeji determinant je D = 6-10 — (=2) - (—2) = 56 > 0 a taky %(3,2) > 0, proto bod (3,2) je
vazanym lokdlnim minimem.

Diilezité tvrzeni: Hledani vazanych extrémi

Pro nalezeni vazaného extrému s vazbou g(x,y) = 0 pouzivame Lagrangeovou funkci ve
tvaru L(z,y,\) = f(x,y)+ A-g(x,y). Déle postupujeme jako v piipadé hledani lokalniho
extrému.

Globalni extrémy

Funkce ma v bodé a globalni minimum, jestli je hodnota v tomhle bodé nejmensi ze vSech
hodnot, které funkce nabyva na zadané mnoziné M. Podobné fekneme, 7e funkce ma v bodé @
globalni maximum, jestli je funkéni hodnota v tomhle bodé ze vSech nejvyssi.

Postup pfi hledani globalnich extrémii: Nejdiive vyhledame lokalni extrémy, podle po-
stupu popsaného vyse, které lezi uvniti zadané mnoziny M. Pak jesté provérime vazané extrémy
na hranici mnoziny M. Nakonec ur¢ime které z nalezenych maxim je nejvétsi (tedy globalni) a
které minimum je nejmensi (globalni minimum).

Tematicky pi¥iklad. Najdete globaln{ extrémy funkce f(z,y) = 2%+ 2x +y? — 2y + 3 na kruhu
M se stiedem v pocatku soustavy souradnic a s polomérem 2v/2.

Zaprvé nalezneme volné extrémy na mnozine M. K tomu potiebujeme urcit stacionarni body:

20 +2=0
2y —2=0.
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Resenim je bod (—1,1). Determinant Hessovy matice

20
(52
je D =4> 0 a také g%{(—l, 1) =2 >0, proto bod (—1, 1) je lokdlnim minimem. Rovnice kruhu

ze zadani je 2+ y* = 8, bod (—1,1) lezi uvnitt a ptipada v tivahu jako mozny globalni extrém
na M.

Zadruhé je tfeba provéfit vazané extrémy na M. Sestavime Lagrangeovou funkei
L=2>4+2z+y* -2y +3+X- (2> +¢*—38).
Parciadlnim derivovanim podle vSech proménnych sestavime systém

20 +2+2 x = 0
20—242\y = 0
P+t -8 = 0,

ktery ma dvé feSeni x1 = =2,y = 2,\; = —1/2 a 19 = 2,0 = —2, Ay = —3/2. Cili mame dva
stacionarni body (—2,2) a (2, —2). Sestavime Hessovou matici

o (2+2x 0
H( 0 2+2)\)'

Pro A = —1/2 je jeji determinant kladny a ‘327{(—2,2) =1 > 0, bod (—2,2) je lokdlnim
minimem. Pro A = —3/2 je determinant také kladny, ale %(2, —2) = -1 <0, bod (2,-2) je
lokalnim maximem.

Na zavér stac¢i porovnat funkéni hodnoty a vyhodnotit, které minimum je globélni

f(=2,2) = 3 — pouze lokalni minimum

f(=1,1) = 1 — globalni minimum.

Bod (2, —2) je globalnim maximem (neni s ¢im srovnavat, protoze jde o jediné maximum).
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