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Integrace per partes .

Specialni metoda, integrace per partes (integrace po ¢astech), je pouzitelna pii integro-
vani souc¢inu dvou funkci. Tento letdk odvozuje zminénou metodu a ilustruje ji na fadé prikladi.
Abychom zvladli tuto metodu, je dilezité projit mnoha praktickymi cvi¢enimi, aby se stala
nasi druhou prirozenosti.
Po pfecteni tohoto textu, a pripadném shlédnuti videa, bychom méli byt schopni:

e odvodit vzorec pro integraci per partes

e integrovat soucin dvou funkci pouzitim metody per partes
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I Uvod

Funkce ¢asto vznikaji jako soucin jinych funkci a nékdy je potieba takovy soucin
zintegrovat. Napiiklad mizeme byt pozadéani, abychom urcili

/a: - cos(z) dx .

Zde je integrand soucinem funkci x a cos(x). Existuje metoda pro integraci
souc¢inu funkef a v néasledujici lekci je odvodime.

II Odvozeni vzorce pro integraci per partes

Uz vime, jak derivovat soucin: pokud

y=1u-v
potom
de  dx dx dz

Preskupenim této rovnice obdrzime:

dv  d(u-v) du

T do U

A nyni zintegrujeme obé strany rovnosti:

dv .~ [d(u-v) du
/u-adx—/ o dx—/v-adx.

Prvni ¢len na pravé strané se zjednodusuje, protoze jsme snadno zintegrovali

to, co bylo zderivovéano.

dv du
/u-adx:u-v—/v-adx.

Tento vzorec je znamy jako integrace per partes.

Vzorec nahrazuje jeden integrél (ten na levé strané) za jiny (ten pravé strané).
Zamérem je, aby integral na pravé strané byl jednodussi na vypocet, jak uvidime
v nasledujicich prikladech.
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IIT Pouziti vzorce pro integraci per partes

/x - cos(x) dz.

Resent. Zde se snazime zintegrovat soucin funkei x a cos(x). Pro pouziti integrace

Priklad. Vypocitejte

per partes oznacime jednu funkei jako g—g a druhou jako u. Ze vzorce si v§imnéme,
ze tunkci, kterou polozime rovnu u, budeme derivovat, abychom nalezli %. \Y

nasem piipadé polozime u rovno x, a kdyz tuto funkci zderivujeme, dostaneme

vypocet jednoho integralu g—z = 1, tj. konstantu. V8imnéme si, Ze vzorec nahra-

zuje jeden integral (ten nalevo) jinym integralem (tim napravo). Peclivym vybére
funkce u ziskdme méné komplikovany integral, nez byl ten pivodni.

Zvolme
dv ( )
U=2= a — = cos(xz).
dx
Touto volbou a derivovanim obdrzime
du
—=1.
dx

Déle z 9% = cos(z) integrovanim nalezneme

v = /cos(x) dz = sin(x) .

(V tuto chvili se neznepokojujme integracni konstantou). Potom pouZijeme vzorec

dv du
/u-adx:u-v—/w-adx.

/ v-cos(z)dz = -sin(z) — / (sin(z)) - 1da
= 1z -sin(z) + cos(x) + ¢

zde je c integracni konstanta.

V dalsim piikladé uvidime, ze je v nékterych pripadech nezbytné pouzit metody

per partes vicekrat.
/ 2?3 dx.
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Resend. Musime si zvolit, kterd funkce ze souc¢inu bude u a které bude g—g. Obvykle

volime za wu takovou funkci, ktera se derivaci zjednodusi. V nasem piipadé dava
smysl volit takto

dv
— 2 N £
U= a o e
Potom q |
—u:Q-x and v:/egxdx:—-e?’z.
dx 3

Poté pouzijeme vzorec pro integraci per partes.

1
/xQ-ede = -e3m-x2—/§egx'2-xdx

2

-xz-egx—/—-x-e3xdm.
3

Vysledny integral je stile soucin dvou funkei %x a €3, Mizeme pouzit metodu

znovu, tentokrat dostaneme

Wl = W[ =

2 dv 4,
U=— a — =e
3 dx
Potom q 5
d_Zzg a v:/e?’xdx: e
Takze
1 2
/az2-e3xdx = 3 z? e‘%—/g x- e dx
1 2 1 1 2
— § 1,2 e3x_{§ T ge?)x /3e3a: 3d$}
1 2 2
:g.x2 egx—§1'63x+2—7'63x+6

zde c je integra¢ni konstanta. Takze jsme integrovali metodou per partes dvakrat,
nez jsme ziskali vysledek.

Pamatujme, Ze abychom mohli pouzit vzorec, musime byt schopni zintegrovat
funkci, kterou oznacime jako g—g. Tato ¢ast miize ¢init problémy, podivejme se na

dalsi priklad.
Priiklad. Vypocitejte
/ x - In|z|dz.
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Reseni. Pripomenme si vzorec:

dv du
/u-adx—u-v—/v-adx.

Bylo by pfirozené zvolit u = x a derivaci tak ziskat 3—; = 1. Nicméné tato volba

znamend zvoleni S—Z = In |z| a my musime byt schopni tuto funkci zintegrovat. U
tohoto integralu ale neni znamy standardni tvar. Proto v tomto piipadé zvolime
— 1 dv —

u = 1In|z| a =2

z ¢ehoz
du 1

2
Pl a v:/xdx:%.

Potom uzitim vzorce

2 2
1

/x-ln\x|dx = —-ln|x|—/x—-—dx
2

x
2

= m—2-1n|x|—/zdx
2 2
2 z?

= E-ln|x|—z—|—c

kde c je integracni konstanta.

Priklad. Vypocitejte

/1n|:1:|dx.

Reseni. Mzeme pouzit vzorec pro integraci per partes pro nalezeni uvedeného
integralu pokud si uvédomime, Ze In |x| miiZeme zapsat jako souc¢in 1-In |x|. Volime

dv
e a u = In|z|
aby
d 1
v:/ldx:x a —u:—.
dr =«
Potom
1
/1-1n|:1:|dm = :r:-ln|:z:|—/x-—dx
x
= x-ln|w|—/1dx
= x-Injz|—z+c
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kde c je integracni konstanta.
Priklad. Vypocitejte
/ex - sin(x) dz.

Reseni. At zvolime za u a g—; jakoukoli funkci, nemusi to nutné znamenat, Ze
integraci per partes se integral zjednodusi. Nicméné vyberme

dv _ sin(x) a u=-e"
dor B
takze q
u
v /sm(::r;) x cos(x) a il
Potom

/ex -sinxdr = e*- (—cos(z)) — /— cos(x) - e"dx
= —cos(z) e’ + /ex cos(z)dx .

Nyni znovu pouzijeme metodu per partes a zvolime

dv -
P cos(x) a u=e
takze q
u
v /cos(x) xr = sin(z) a il
Tedy

/ex -sin(x)dr = —cos(x)-e" + {ex -sin(x) — /sin(x) : exdx}
= —e" . cos(x) + €* - sin(x) — /ex - sin(x)dz .

Vsimnéme si, ze integral, se kterym jsme skoncili, je stejny jako piivodni zadany
integral. Nazvéme jej I, tj. I = [ e* - sin(x) dx. Takze

I =¢€"-sin(x) —e" - cos(z) — [

z toho
21 =¢" -sin(z) — e - cos(x)
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I = —[e"-sin(x) — e - cos(x)] .

N | —

Takze |
/e"’C -sin(x) dx = 3 [e” - sin(z) — e* - cos(x)] + ¢

kde c je integra¢ni konstanta.

Cviceni. 1. Vypocitejte nasledujici integraly:
a fx-sin(x)dx (b) [a-cos(4x)dx (c¢) [x-e “dx

d) [az*-cos(z)dz (e) [2-2*-e“dx () [2?-In|z|dx

i) [sin®(z)dx

(a)
()
(2) ftan z)dx  (h) fsm x)dx (i) [e"cos(x)dx
(
(Napovéda: zapiste sin®(z) jako sin®x - sin(x).)

2. Vypocitejte hodnotu nasledujicich integralii:

Jo @ - cos(z) dx (b) fol 2? - etdy (c) ff 23 - In|x| dw
(d) fOW/A‘ 2% - sin(2z) dz (e fol x - tan~1(z) dw

Odpoveédi. 1

a) —x - cos(x) +sin(z) + C b) 1@ -sin(4z) + {5 - cos(4z) + C

—zr-e v —e "4+ C d) 22 - sin(z) + 2z - cos(z) — 2 - sin(x) + C

h) r-sin Hz) +V1-224+C

( (
(c) (
() 2-22e*—d-z-e*+4-e"+C (f) L.2% Wmfa|-3-23+C
(g) z-tan'(z)—Inf1+2*+C  (
( (

i) e*[cos(x) + sin(z)] + C J) —1[cos(z) - sin®(z) + 2 - cos(z)] + C

(a) 2r—4 (b) e-2 (¢) 4m@)-§ (d) -1 () §-3
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