
Mocninné °ady

V p°edcházejícím letáku jsme uvaºovali °ady, jejichº £leny byla reálná £ísla. Nyní se budeme
zabývat studiem obecn¥j²ího p°ípadu, kdy £leny °ad tvo°í reálné funkce.

Funk£ní °ady m·ºeme chápat jako zobecn¥ní °ad £íselných. P°i vy²et°ování funk£ních °ad se
budeme zabývat zejména ur£ováním polom¥ru konvergence a oboru konvergence funk£ní °ady,
tedy mnoºiny, pro jejíº prvky daná funk£ní °ada konverguje.

Nový pojem: Funk£ní °ada

Nech´ v intervalu I je de�nována posloupnost funkcí {fn(x)}∞n=1. Funk£ní °adou rozumíme
výraz tvaru

∞∑
n=1

fk(x) = f1(x) + f2(x) + · · ·+ · · · .

Nový pojem: Mocninná °ada

Nech´ {an}∞n=0 je £íselná posloupnost, x0 ∈ R. �ada tvaru

∞∑
n=0

an(x− x0)
n = a0 + a1(x− x0) + a2(x− x0)

2 + · · ·

se nazývá mocninná °ada a £íslo x0 její st°ed.

Nový pojem: Obor konvergence

Jestliºe °ada
∑∞

n=0 an(x − x0)
n konverguje na mnoºin¥ M a sou£asn¥ pro kaºdé x /∈ M

diverguje, nazývá se M oborem konvergence této °ady.

P°i ur£ování oboru konvergence £asto s výhodou uºíváme limitního podílového nebo odmoc-
ninového kritéria.

Tématický p°íklad. Ur£ete obor konvergence °ady
∑∞

n=1
(x−1)n

n
.

∞∑
n=1

(x− 1)n

n
= (x− 1) +

(x− 1)2

2
+

(x− 1)3

3
+

(x− 1)4

4
+ · · · .

St°ed °ady x0 = 1, posloupnost an = 1
n
. Nejprve spo£ítáme polom¥r konvergence

R = lim
n→∞

an
an+1

= lim
n→∞

1
n
1

n+1

= lim
n→∞

n+ 1

n
= 1.

Obor konvergence (x0 −R, x0 +R) pro polom¥r konvergence R = 1 je interval (0, 2). Situaci v
krajních bodech konvergen£ního intervalu vy²et°íme tak, ºe hodnoty do dané °ady dosadíme:
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• pro x = 0 °ada
∑∞

n=1
(−1)n

n
konverguje,

• pro x = 2 °ada
∑∞

n=1
(1)n

n
diverguje.

Obor konvergence dané °ady je interval 〈0, 2) .

Tématický p°íklad. Ur£ete obor konvergence °ady
∑∞

n=0 2
n(x+ 2)n.

St°ed °ady x0 = −2, koe�cient n-tého £lenu an = 2n. Nejprve spo£ítáme polom¥r konvergence

R = lim
n→∞

n

√
1

an
= lim

n→∞
n

√
1

2n
=

1

2
.

Pro polom¥r konvergence R = 1
2
je obor konvergence (−5

2
,−3

2
). Situaci v krajních bodech

konvergen£ního intervalu vy²et°íme tak, ºe hodnoty do dané °ady dosadíme:

• pro x = −5
2
°ada

∑∞
n=0 2

n(−1
2
)n =

∑∞
n=0(−1)n diverguje,

• pro x = −3
2
°ada

∑∞
n=0 2

n(1
2
)n =

∑∞
n=0 1 diverguje.

Obor konvergence dané °ady je interval (−5
2
,−3

2
).

Tématický p°íklad. Ur£ete obor konvergence °ady
∑∞

n=1
(lnx)n

n
.

St°ed °ady x0 = 0, posloupnost an = 1
n
. Nejprve spo£ítáme polom¥r konvergence

R = lim
n→∞

an
an+1

= lim
n→∞

n+ 1

n
= 1.

Pro polom¥r konvergence R = 1 je obor konvergence (e−1, e), protoºe

lnx = 1⇒ x = e,

lnx = −1⇒ x = e−1.

Situaci v krajních bodech konvergen£ního intervalu vy²et°íme tak, ºe hodnoty do dané °ady
dosadíme:

• pro x = e−1 °ada
∑∞

n=1
(−1)n

n
konverguje (alternující °ada),

• pro x = e °ada
∑∞

n=1
(1)n

n
diverguje (harmonická °ada).

Obor konvergence dané °ady je interval 〈e−1, e).
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Tématický p°íklad. Ur£ete obor konvergence °ady
∑∞

n=1
3n(x−4)n

n+1
.

St°ed °ady x0 = 4, posloupnost an = 3n

n+1
. Vy²et°íme konvergenci pomocí podílového kritéria

R = lim
n→∞

an
an+1

= lim
n→∞

/ 3n

n+1

3n+1

n+2

= lim
n→∞

3n

n+ 1
· n+ 2

3n · 3
=

1

3
.

Pro polom¥r konvergence R = 1
3
je obor konvergence (11

3
, 13

3
). Situaci v krajních bodech kon-

vergen£ního intervalu vy²et°íme tak, ºe hodnoty do dané °ady dosadíme:

• pro x = 11
3
°ada

∑∞
n=1

3n(− 1
3
)n

n+1
=
∑∞

n=1
(−1)n
n+1

konverguje (alternující °ada),

• pro x = 13
3
°ada

∑∞
n=1

3n( 1
3
)n

n+1
=
∑∞

n=1
1

n+1
diverguje.

Obor konvergence dané °ady je interval
〈
11
3
, 13

3

)
.
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