
Hodnost matice

S kaºdou maticí je spojené d·leºité £íslo nazývané hodnost. Matice A typu m×n má n sloupco-
vých vektor· a kaºdý z nich má m sloºek. Nejvy²²í po£et sloupcových vektor· v A, které tvo°í
lineárn¥ nezávislou mnoºinu, se nazývá hodnost matice A a zapisuje se h(A).

Nový pojem 1

Hodnost matice A, zapsaná jako h(A), je nejvy²²í po£et lineárn¥ nezávislých sloupco-
vých vektor· v A. Pokud je A nulová matice, pí²eme h(A) = 0.

Tento pojem je ºivotn¥ d·leºitý pro uvedení hlavních výsledk· v následující £ásti týkající
se existence a po£tu °e²ení systém· lineárních rovnic.

P°íklad 1

Hodnost matice A typu n × n nem·ºe p°esáhnout £íslo n, protoºe má pouze n sloupc·. Ve
skute£nosti je v²ech n sloupcových vektor· matice A lineárn¥ nezávislých pouze tehdy a jen
tehdy, pokud platí |A| 6= 0.

Hodnost matice m·ºe být charakterizována pomocí jejich minor·. Obecn¥ je minor k-tého
°ádu v A získán jako determinant matice typu k × k vzniklé vynecháním v²eho aº na k °ádk·
a k sloupc·.

P°íklad 2

Ur£ete v²echny minory matice A =

1 0 2 1
0 2 4 2
0 2 2 1


�e²ení: Protoºe zde máme pouze 3 °ádky, m·ºeme ur£it minory °ádu 1, 2 a 3. Jsou zde:

(a) 4 minory °ádu 3. Tyto minory jsou získány vynecháním n¥kterého ze £ty° sloupc·:∣∣∣∣∣∣
1 0 2
0 2 4
0 2 2

∣∣∣∣∣∣ ,
∣∣∣∣∣∣
1 0 1
0 2 2
0 2 1

∣∣∣∣∣∣ ,
∣∣∣∣∣∣
1 2 1
0 4 2
0 2 1

∣∣∣∣∣∣ ,
∣∣∣∣∣∣
0 2 1
2 4 2
2 2 1

∣∣∣∣∣∣
(b) 18 minor· °ádu 2. Tyto minory jsou získány vynecháním jednoho °ádku a dvou sloupc· a
to v²emi moºnými zp·soby. Jeden z nich je:∣∣∣∣ 0 1

2 1

∣∣∣∣
(vzniklý vynecháním druhého °ádku a prvního a t°etího sloupce)

(c) 12 minor· °ádu 1. Jedná se o v²ech 12 jednotlivých prvk· matice A.

D·leºité tvrzení 1

Hodnost h(A) matice A je rovna °ádu nejv¥t²ího minoru této matice, který má hodnotu
r·znou od nuly.
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Pokud je A £tvercová matice °ádu n, potom je svým vlastním nejv¥t²ím minorem |A|. Tedy
h(A) = n tehdy a jen tehdy, pokud |A| 6= 0.

P°íklad 3

Ur£ete hodnost následujících matic:

(a)

∣∣∣∣∣∣
1 0 2 1
0 2 4 2
0 2 2 1

∣∣∣∣∣∣ , (b)

∣∣∣∣∣∣
−1 0 2 1
−2 2 4 2
−3 1 6 3

∣∣∣∣∣∣ , (c)

∣∣∣∣∣∣
−1 0 2 1
−2 0 4 2
−3 0 6 3

∣∣∣∣∣∣
�e²ení:

(a) Hodnost matice je 3, protoºe

∣∣∣∣∣∣
1 0 2
0 2 4
0 2 2

∣∣∣∣∣∣ = −4 je nenulový minor °ádu 3.

(b) Protoºe jsou sloupce 1, 3 a 4 vzájemnými násobky, v²echny minory °ádu 3 jsou rovny nule,

zatímco

∣∣∣∣ -1 0
-2 2

∣∣∣∣ = −2. Hodnost je tedy rovna £íslu 2.

(c) V²echny minory °ádu 3 a 2 jsou rovny nule. Protoºe nejsou v²echny prvku rovny nule, je
hodnost matice rovna 1.

D·leºité tvrzení 2

Hodnost matice A je rovna hodnosti matice transponované h(A) = h(AT ).

Ú£inný zp·sob ur£ení hodnosti matice

Metody pouºité vý²e nejsou pro ur£ení hodnosti matice velmi ú£inná. Lep²í p°ístup vyuºívá
faktu, ºe hodnost matice není ovlivn¥na elementárními operacemi.1 V následujícím textu bu-
deme zna£it transformaci pomocí elementárních operací matice A na matici B jako A ∼ B.

P°íklad 4

Ur£ete hodnost matice

1 2 3 2
2 3 5 1
1 3 4 5

 .

�e²ení: Pouºijeme uvedené elementární operace. Tedy, vynásobíme první °ádek £íslem −2 a
p°i£teme jej ke druhému °ádku, a také vynásobíme první °ádek £íslem −1 a p°i£teme jej ke
t°etímu °ádku, atd.1 2 3 2

2 3 5 1
1 3 4 5

 II− 2I
III− 1I

∼

1 2 3 2
0 −1 −1 −3
0 1 1 3


III+ II

∼

1 2 3 2
0 −1 −1 −3
0 0 0 0

 .

Hodnost poslední matice je o£ividn¥ 2, protoºe jsou zde p°esn¥ dva lineárn¥ nezávislé °ádky.
Tedy hodnost p·vodní matice je také 2.

1Elementární °ádkové (sloupcové) operace jsou: (a) zám¥na dvou °ádk· (sloupc·); (b) vynásobení °ádku
(sloupce) skalárem k 6= 0; (c) p°i£tení k-násobku °ádku (sloupce) k jinému °ádku (sloupci).
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Hlavní d·sledky pro lineární soustavy rovnic

Uvaºujme obecnou lineární soustavu m rovnic o n neznámých:

a11x1 + a12x2 + · · ·+ a1nxn = b1
a21x1 + a22x2 + · · ·+ a2nxn = b2
...

...
...

...
...

am1x1 + am2x2 + · · ·+ amnxn = bm

nebo-li A · x = b

kde A je matice s m×n koe�cienty. De�nujme novou matici Ab °ádu m×(n+1), která obsahuje
matici A v prvních n sloupcích a b v n+ 1-ním sloupci, tj.:

A =


a11 a12 . . . a1n
a21 a22 . . . a2n
...

...
...

am1 am2 . . . amn

 a (A|b) =


a11 a12 . . . a1n b1
a21 a22 . . . a2n b2
...

...
...

...
am1 am2 . . . amn bm


Pak se (A|b) nazývá roz²í°ená matice soustavy. Ukázalo se, ºe vztah mezi hodnostmi matic
A a (A|b) je rozhodující pro ur£ení, zda má systém rovnic °e²ení. Protoºe se v²echny sloupce z
A vyskytují v (A|b), je hodnost matice (A|b) jist¥ vy²²í nebo rovna hodnosti matice A. Navíc,
protoºe matice (A|b) obsahuje pouze o jeden sloupec více neº matice A, hodnota h(A|b) nem·ºe
být vy²²í neº h(A) + 1.

D·leºité tvrzení 3

Nutná a zárove¬ posta£ující podmínka pro existenci alespo¬ jednoho °e²ení soustavy
lineárních rovnic je, ºe hodnost matice koe�cient· je rovna hodnosti roz²í°ené matice
soustavy. Ve stru£nosti:

A · x = b má °e²ení ⇐⇒ h(A) = h(Ab)

Poznámka

Pokud je matice A typu n× n a h(A) = n, potom má soustava A · x = b °e²ení.

Co se stane se soustavou (1) pokud h(A) = h(Ab) = k a sou£asn¥ platí (i) k < m nebo (ii)
k < n?

D·leºité tvrzení 4

P°edpokládejme, ºe soustava (1) má °e²ení h(A|b) = k.
(a) Pokud k < m, tj. obecná hodnota k je niº²í neº po£et rovnic m, potom m− k rovnic
je nadbyte£ných ve smyslu, ºe pokud zvolíme libovolný podsystém rovnic odpovídající
k lineárn¥ nezávislým °ádk·m, pak jakékoli °e²ení t¥chto k rovnic sou£asn¥ vyhovuje
zbývajícím m− k rovnicím.

(b) Pokud k < n, tj. obecná hodnota k je niº²í neº po£et neznámých n, potom zde existuje
n−k prom¥nných, které mohou být libovoln¥ zvoleny, zatímco zbývajících k prom¥nných
je jednozna£n¥ ur£eno zvolením n− k volných prom¥nných.
Soustava pak má n− k stup¬· volnosti.
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Cvi£ení 1.

Ur£ete hodnost následujících matic:

(a)

(
1 2
8 16

)
(b)

(
1 3 4
2 0 1

)
(c)

 1 2 −1 3
2 4 4 7
−1 −2 −1 −2



(d)

 1 3 0 0
2 4 0 −1
1 −1 2 2

 (e)

 2 1 3 7
−1 4 3 1
3 2 5 11

 (f)


1 −2 −1 1
2 1 1 2
−1 1 −1 −3
−2 −5 −2 0


Cvi£ení 2.

Ur£ete zda a kolik má systém rovnic °e²ení:

(a)


2 5 4 1 20
1 3 2 1 11
2 10 9 7 40
3 8 9 2 37

 (b)


1 2 3 4 0
7 14 20 27 0
5 10 16 19 -2
3 5 6 13 5


(c)


-1 1 -1 1 0
-2 1 1 -3 0
1 2 -3 1 0
2 3 4 -1 0

 (d)


2 1 -1 1 1
3 -2 2 -3 2
2 -1 1 -3 4
5 1 -1 2 -1


Výsledky 1.

a) 1 b) 2 c) 3 d) 3 e) 2 f) 3
Výsledky 2.

a) [1, 2, 2, 0] b) [1,−1,−1, 1] c) [0, 0, 0, 0] d) ∅
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