
Limity funkcí v nevlastních bodech

V tomto letáku si vysv¥tlíme, co znamená, kdyº funkce mí°í do nekone£na, mínus nekone£na
nebo se blíºí ke konkrétnímu reálnému £íslu, zatímco x jde do nekone£na nebo mínus nekone£na.
Také ukáºeme p°íklady funkcí, které nemí°í k ºádné limit¥.
Za ú£elem zvládnutí zde vysv¥tlených technik, je vhodné projít °adou praktických cvi£ení.

Po p°e£tení tohoto letáku bychom m¥li být schopni:

• rozhodnout, zda funkce sm¥°uje do plus nebo mínus nekone£na, pokud x jde do nekone£na;

• rozhodnout, zda funkce sm¥°uje do plus nebo mínus nekone£na, pokud x jde do mínus
nekone£na.

Obsah

1. Limita funkce pro x jdoucí do nekone£na 2

2. Limita funkce pro x jdoucí do mínus nekone£na 6

http://mathstat.econ.muni.cz/ 1 Matematika 1
III. kapitola



Limita

Math & Stats

Support Centre

Limita funkce pro x jdoucí do nekone£na

Máme-li posloupnost {y1, y2, y3, . . .} = {yn}∞n=1 pak £íslo ”l” je limita této posloupnosti, jestliºe
pro kaºdý libovoln¥ úzký pás v okolí bodu l najdeme £len posloupnosti ym takový, ºe v²echny
£leny s indexem v¥t²ím neº m pat°í do tohoto pásu.

Interpreta£ní poznámka. Pásem je my²lený libovoln¥ malý interval (l − ε, l + ε), kde ε je malé
kladné £íslo.

Jestliºe posloupnost mát limitu l pro n jdoucí do nekone£na, pí²eme

yn → l pro n→∞ nebo také lim
x→∞

f(x) = l .

Uvaºujme nap°íklad posloupnost, kde yn = 1
n
. �leny této posloupnosti se £ím dál více

p°ibliºují k £íslu nula. Zvolíme libovoln¥ malé kladné £íslo ε, pak od ur£itého indexu dál budou
v²echny £leny yn men²í neº toto £íslo. Viz Obrázek 1. Takºe £leny yn budou blíºe k £íslu nula
neº jakákoli vzdálenost, kterou si zvolíme. �ekneme, ºe posloupnost má limitu nula pro n jdoucí
do nekone£na.

Obrázek 1: Posloupnost
{

1
n

}∞
n=1

Zvolíme-li nap°íklad ε = 1
8
, pás je tedy tvo°en intervalem (0− 1

8
; 0+ 1

8
) = (−1

8
; 1
8
). Potom kaºdý

£len posloupnosti yn s indexem v¥t²ím nebo rovným £íslu 9 leºí v pásu (intervalu) (−1
8
; 1
8
).
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Limita funkce

Limitu funkce de�nujeme podobným zp·sobem. Nap°íklad body posloupnosti { 1
n
}∞n=1 leºí na

grafu funkce f(x) = 1
x
pro x > 0. Se zv¥t²ující se hodnotou x se funkce f(x) stále více blíºí k

nule. Jestliºe zvolíme libovolné malé kladné £íslo ε, pak pro v²echna dostate£n¥ velká x bude
hodnota f(x) men²í neº ε. �ekneme, ºe funkce f(x) má limitu nula pro x jdoucí k nekone£nu
a pí²eme

f(x)→ 0 pro x→∞ , nebo lim
x→∞

f(x) = 0 .

Obrázek 2: Funkce f(x) = 1
x

Dal²í p°íklad funkce, která má limitu pro x jdoucí do nekone£na, je funkce f(x) = 3− 1
x2

.
Se zv¥t²ujícím se x se funkce f(x) p°ibliºuje k hodnot¥ 3. Tedy °ekneme, ºe f(x) má limitu 3
pro x jdoucí do nekone£na a pí²eme

f(x)→ 3 pro x→∞ , nebo lim
x→∞

f(x) = 3 .
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Obrázek 3: Funkce f(x) = 3− 1
x2

Samoz°ejm¥ ne v²echny funkce mají vlastní limitu pro x jdoucí do nekone£na. Podívejme se
na jiné typy chování. Vezmeme-li funkci f(x) = x2 vidíme, ºe se f(x) nep°ibliºuje k ºádnému
konkrétnímu £íslu se vzr·stajícím x. Namísto toho se hodnota funkce f(x) neustále zvy²uje.
V ur£itém okamºiku f(x) vzroste nad libovolnou hodnotu, kterou si ur£íme, a bude se i nadále
zvy²ovat. V tom p°ípad¥ °ekneme, ºe f(x) se blíºí k nekone£nu pro x jdoucí do nekone£na a
pí²eme

f(x)→∞ pro x→∞ , nebo lim
x→∞

f(x) =∞ .

Obrázek 4: Funkce f(x) = x2

Funkce f(x) = −x také nemá reálnou (vlastní) limitu pro x jdoucí do nekone£na. Se zvy²ujícím
x se tato funkce stává stále více zápornou. V tom p°ípad¥ °ekneme, ºe funkce f(x) má nevlastní
limitu mínus nekone£no pro x jdoucí do nekone£na a pí²eme

f(x)→ −∞ pro x→∞ , nebo lim
x→∞

f(x) = −∞ .
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Obrázek 5: Funkce f(x) = −x

N¥které funkce nemají ºádný druh limity pro x jdoucí do nekone£na. Uvaºujme nap°íklad funkci
f(x) = x·sin(x). Tato funkce se pro x jdoucí do nekone£na nep°ibliºuje k ºádnému konkrétnímu
reálnému £íslu. Nicmén¥ f(x) nemí°í ani do nekone£na, protoºe v ur£itém okamºiku za£ne klesat
aº k nule a dále jde do záporných hodnot a následn¥ zase za£ne stoupat. Tento proces se neustále
opakuje. Nelze tedy °íct, ºe f(x) má (vlastní nebo nevlastní) limitu pro x jdoucí do nekone£na.

Obrázek 6: Funkce f(x) = x · sinx

D·leºitá poznámka

Funkce f(x) má vlastní limitu l pro x jdoucí do nekone£na, pokud pro libovoln¥ úzký pás
(l − ε; l + ε) existuje takové £íslo x0, ºe v²echny funk£ní hodnoty funkcef(x), kde x je v¥t²í
nebo rovno £íslu x0 leºí v pásu (l − ε; l + ε).

Limita funkce f(x) je plus nekone£no, pokud pro stále zv¥t²ující se hodnotu x, roste hodnota
funkce f(x) nade v²echny meze.

Limita funkce f(x) je mínus nekone£no, pokud pro stále zv¥t²ující se hodnotu x, klesá hodnota
funkce f(x) pod v²echny meze.

Cvi£ení 1

U kaºdé z následujících funkcí f(x) nalezn¥te reálnou (vlastní) limitu, pro x → ∞, pokud
existuje. Pokud neexistuje, ur£ete zda funkce sm¥°uje do nekone£na, mínus nekone£na nebo
nemá ºádnou limitu.

(a) f(x) = 2x2 − 3x3 (b) f(x) = tg (x) (c) f(x) = x+1
x−1 (d) f(x) = e−x · sin(x)

(e) f(x) = ex · cos2(x) (f) f(x) = arctg (x)
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Limita funkce pro x jdoucí do mínus nekone£na

Podobn¥, jako jsme de�novali limitu funkce pro x jdoucí do nekone£na, m·ºeme de�novat limitu
pro x jdoucí do mínus nekone£na. Uvaºujme funkci f(x) = ex. Jak se hodnota x stává stále
více zápornou, funkce f(x) se p°ibliºuje k nule. �ekneme, ºe funkce f(x) má limitu nula pro x
jdoucí do mínus nekone£na a pí²eme

f(x)→ 0 pro x→ −∞ , nebo lim
x→−∞

f(x) = 0 .

Obrázek 7: Funkce f(x) = ex

Obecn¥ pí²eme
f(x)→ l pro x→ −∞ nebo lim

x→−∞
f(x) = l

pokud pro libovoln¥ námi zvolenou vzdálenost se funkce f(x) dostane blíºe k limit¥ l neº je
ur£ená vzdálenost a bude se i nadále p°ibliºovat pro stále více záporné x.
Pokud se pro stále více záporná x hodnota funkce zvy²uje a z·stává vy²²í, neº libovolné námi
zvolené £íslo, pí²eme

f(x)→∞ pro x→ −∞ , nebo lim
x→−∞

f(x) =∞ .

Uvaºujme nap°íklad znovu funkci f(x) = x2. Jiº jsme vid¥li, ºe tato funkce se blíºí nekone£nu
pro x jdoucí do nekone£na. Ale zárove¬ se blíºí nekone£nu pro x jdoucí do mínus nekone£na.
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Obrázek 8: Funkce f(x) = x2

Pokud pro x jdoucí k mínus nekone£nu Funkce klesá pode v²echny meze, pí²eme

f(x)→ −∞ pro x→ −∞ , nebo lim
x→−∞

f(x) = −∞ .

Jako p°íklad uvaºujme funkci f(x) = x3. M·ºeme vid¥t, ºe pro stále více záporné x se i x3 stává
více a více záporné. Tedy f(x) se blíºí mínus nekone£nu pro x jdoucí do mínus nekone£na.

Obrázek 9: Funkce f(x) = x3

N¥které funkce nemají ºádnou limitu pro x jdoucí do mínus nekone£na. Uvaºujme nap°íklad
funkci f(x) = x · sin(x), kterou jsme vid¥li uº d°íve. Tato funkce se pro x jdoucí do mínus
nekone£na nep°ibliºuje k ºádnému konkrétnímu reálnému £íslu. Nicmén¥ se funkce f(x) neblíºí
ani nekone£nu, protoºe se nezv¥t²uje nad libovoln¥ zvolenou hodnotu pro zmen²ující se x. Z
podobného d·vodu se funkce f(x) neblíºí ani mínus nekone£nu. Proto nem·ºeme hovo°it o
limit¥ funkce pro x jdoucí do mínus nekone£na.
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Obrázek 10: Funkce f(x) = x · sinx

D·leºitá poznámka

Funkce f(x) má vlastní limitu l pro x jdoucí do mínus nekone£na, pokud pro libovoln¥ úzký
pás (l − ε; l + ε) existuje takové £íslo x0, ºe v²echny funk£ní hodnoty funkce f(x), kde x je
men²í nebo rovno £íslu x0 leºí v pásu (l − ε; l + ε).

Limita funkce f(x) je plus nekone£no, pokud pro stále sniºující se hodnotu x, roste hodnota
funkce f(x) nade v²echny meze.

Limita funkce f(x) je mínus nekone£no, pokud pro stále sniºující se hodnotu x, klesá hodnota
funkce f(x) pod v²echny meze.

Cvi£ení 2

Pro kaºdou funkci f(x) ze Cvi£ení 1 najd¥te reálnou (vlastní) limitu pro x→ −∞ pokud exis-
tuje. Pokud neexistuje, ur£ete, zda se funkce blíºí nekone£nu nebo mínus nekone£nu. P°ípadn¥
zda funkce f(x) má n¥jakou limitu.

Odpov¥di

1.

(a) mínus nekone£no (b) nemá limitu (c) 1 (d) 0 (e) nemá limitu (f) π
2

2.

(a) nekone£no (b) nemá limitu (c) 1 (d) nemá limitu (e) 0 (f) −π
2
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