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Limity funkci v nevlastnich bodech iR

V tomto letaku si vysvétlime, co znamend, kdyz funkce mifi do nekonecna, minus nekone¢na
nebo se blizi ke konkrétnimu realnému ¢islu, zatimco x jde do nekone¢na nebo minus nekonecna.
Také ukédzeme piiklady funkci, které nemiii k zadné limité.

Za ucelem zvladnuti zde vysvétlenych technik, je vhodné projit fadou praktickych cviceni.

Po pfecteni tohoto letdku bychom méli byt schopni:

e rozhodnout, zda funkce smétuje do plus nebo minus nekonec¢na, pokud z jde do nekonecna;

e rozhodnout, zda funkce sméfuje do plus nebo minus nekonec¢na, pokud = jde do minus

nekonecna.
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Limita funkce pro = jdouci do nekonec¢na

Mame-li posloupnost {y1, vy, ys, ...} = {yn}o2, pak ¢islo 71”7 je limita této posloupnosti, jestlize
pro kazdy libovolné tzky péas v okoli bodu [ najdeme ¢len posloupnosti y,, takovy, ze vSechny
¢leny s indexem vétsim nez m patii do tohoto pasu.

Interpretacéni pozndmka. Pasem je mysleny libovolné maly interval (I —e,l+ €), kde ¢ je malé
kladné cislo.

Jestlize posloupnost mat limitu [ pro n jdouci do nekonec¢na, piSeme

Yo — 1 pro m— oo nebotaké lim f(x)=1.

T—r00

Uvazujme napiiklad posloupnost, kde y, = % éleny této posloupnosti se ¢im dal vice
priblizuji k ¢islu nula. Zvolime libovolné malé kladné ¢islo €, pak od urcitého indexu dal budou
vSechny ¢leny y,, mensi nez toto ¢islo. Viz Obrazek 1. Takze ¢leny v, budou blize k ¢islu nula
nez jakakoli vzdalenost, kterou si zvolime. f{ekneme, 7e posloupnost méa limitu nula pro n jdouci
do nekonecna.
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Obrazek 1: Posloupnost {%}Zozl

Zvolime-li napitiklad € = %, pas je tedy tvofen intervalem (0— %; 0+ %) = (—%; %) Potom kazdy
¢len posloupnosti y,, s indexem vétsim nebo rovnym ¢islu 9 lezi v pasu (intervalu) (—%; %)
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Limita funkce

Limitu funkce definujeme podobnym zpusobem. Napfiklad body posloupnosti {%};’le le7Zi na
grafu funkce f(x) = % pro x > 0. Se zvétsujici se hodnotou x se funkce f(x) stale vice blizi k
nule. Jestlize zvolime libovolné malé kladné ¢islo €, pak pro vSechna dostatecné velkd x bude
hodnota f(x) mensi nez . Rekneme, 7e funkce f(z) mé limitu nula pro z jdouci k nekone¢nu
a piSeme

f(z) - 0proxz — oo, mnebo lim f(zx)=0.

T—00

A

Obrazek 2: Funkce f(x) = %

Dalsi piiklad funkce, kterd méa limitu pro z jdouci do nekone¢na, je funkce f(x) =3 — x% .
Se zvétsujicim se x se funkce f(x) pfiblizuje k hodnoté 3. Tedy fekneme, Ze f(z) ma limitu 3
pro x jdouci do nekonec¢na a piSeme

f(z) =3 prox — oo, mnebo lim f(z)=3.

T—r00
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Obrazek 3: Funkce f(x) =3 — 3

xT

Samoziejmé ne vSechny funkce maji vlastni limitu pro = jdouci do nekonecna. Podivejme se
na jiné typy chovéni. Vezmeme-li funkci f(x) = z? vidime, e se f(x) nepfiblizuje k Z4dnému
konkrétnimu ¢islu se vzristajicim x. Namisto toho se hodnota funkce f(z) neustale zvysuje.
V ur¢itém okamziku f(x) vzroste nad libovolnou hodnotu, kterou si ur¢ime, a bude se i nadale
zvySovat. V tom piipadé fekneme, 7e f(z) se blizi k nekone¢nu pro z jdouci do nekonecna a
piseme

f(z) = coprox — 0o, mnebo lim f(z)=o0.

T—r00

jakéko]i &slo

zvolime

Obrazek 4: Funkce f(x) = 2

Funkce f(z) = —z také nema realnou (vlastni) limitu pro x jdouci do nekonecna. Se zvySujicim
x se tato funkce stava stéle vice zapornou. V tom piipadé fekneme, Ze funkce f(x) mé nevlastni
limitu minus nekone¢no pro z jdouci do nekonec¢na a piSeme

f(z) - —oo pro x — 0o, mnebo lim f(z) =—o0.

T—r0o0

jakékoh &slo

zvolime
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Obrazek 5: Funkece f(z) = —z

Nékteré funkce nemaji zadny druh limity pro x jdouci do nekone¢na. Uvazujme napiiklad funkei
f(x) = z-sin(z). Tato funkce se pro x jdouci do nekone¢na neptiblizuje k zadnému konkrétnimu
realnému ¢islu. Nicméné f(z) nemiii ani do nekone¢na, protoze v ur¢itém okamziku zacne klesat
az k nule a dale jde do zapornych hodnot a nasledné zase za¢ne stoupat. Tento proces se neustale
opakuje. Nelze tedy fict, 7e f(x) ma (vlastni nebo nevlastni) limitu pro x jdouci do nekoneéna.
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Obrazek 6: Funkce f(z) =z -sinz

Dilezita poznamka

Funkce f(xz) méa vlastni limitu [ pro x jdouci do nekoneéna, pokud pro libovolné tizky péas
(I —&; [ + ¢) existuje takové &islo xg, ze vSechny funkéni hodnoty funkcef(z), kde z je vétsi
nebo rovno ¢&slu xg lezi v pasu (I —e; [+ ¢).

Limita funkce f(z) je plus nekone¢no, pokud pro stéale zvétsujici se hodnotu z, roste hodnota
funkce f(x) nade vSechny meze.

Limita funkce f(z) je minus nekonecno, pokud pro stale zvétsujici se hodnotu z, klesd hodnota
funkce f(z) pod vSechny meze.

CviCeni 1

U kazdé z nasledujicich funkci f(x) naleznéte redlnou (vlastni) limitu, pro x — oo, pokud
existuje. Pokud neexistuje, urcete zda funkce smétruje do nekone¢na, minus nekonecna nebo
nemd zadnou limitu.

(a) flz)=22"=32" (b) f(z)=tg(x) (©) fle)=55 (d) f(z)=e" sin(z)
(e) flz)=e"-cos?(x) () f(x)=arctg(x)
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Limita funkce pro = jdouci do minus nekonecna

Podobné, jako jsme definovali limitu funkce pro x jdouci do nekonecna, miizeme definovat limitu
pro z jdouci do minus nekone¢na. Uvazujme funkci f(z) = e®. Jak se hodnota = stéva stale
vice zapornou, funkce f(z) se piiblizuje k nule. Rekneme, 7e funkce f(z) ma limitu nula pro z
jdouci do minus nekonec¢na a piSeme

f(x) > 0prox — —oco, mnebo lim f(z)=0.

T—r—00

_—y
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Obrazek 7: Funkce f(x) =e®

Obecné piseme
f(z) > lprox — —oco nebo lim f(x)=1I
T——00

pokud pro libovolné nami zvolenou vzdalenost se funkce f(x) dostane blize k limité [ nez je
urc¢ena vzdalenost a bude se i nadale ptiblizovat pro stale vice zaporné x.
Pokud se pro stale vice zaporna x hodnota funkce zvySuje a zustava vyssi, nez libovolné nami
zvolené Cislo, piSeme
f(z) = oo prox — —oo, mnebo lim f(z)=o00.
Tr—r—00

Uvazujme napifklad znovu funkci f(z) = 22 Jiz jsme vidéli, Ze tato funkce se bliZzi nekone¢nu
pro x jdouci do nekone¢na. Ale zaroven se blizi nekone¢nu pro x jdouci do minus nekonecna.
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Obrazek 8: Funkce f(z) = 2?
Pokud pro x jdouci k minus nekone¢nu Funkce klesd pode vSechny meze, piSeme

f(z) » —oo pro x — —oo, mnebo lim f(z)=—o0.
T——00

Jako ptiklad uvazujme funkci f(z) = x3. Mizeme vidét, Ze pro stale vice zaporné x se i z° stava
vice a vice zaporné. Tedy f(z) se blizi minus nekone¢nu pro x jdouci do minus nekone¢na.

A

jakékoh &slo

zvolime

Obrazek 9: Funkce f(z) = 23

Nékteré funkce nemaji zddnou limitu pro x jdouci do minus nekonec¢na. Uvazujme napiiklad
funkci f(x) = z - sin(z), kterou jsme vidéli uz diive. Tato funkce se pro x jdouci do minus
nekone¢na nepiiblizuje k zddnému konkrétnimu realnému ¢islu. Nicméné se funkce f(x) neblizi
ani nekonec¢nu, protoze se nezvétsuje nad libovolné zvolenou hodnotu pro zmensujici se x. Z
podobného diavodu se funkce f(z) neblizi ani minus nekoneénu. Proto nemizeme hovofit o
limité funkce pro x jdouci do minus nekonec¢na.
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Obrazek 10: Funkce f(z) =z -sinx

Diilezita poznamka

Funkce f(z) ma vlastni limitu [ pro = jdouci do minus nekone¢na, pokud pro libovolné azky
pas (I —e; |+ ¢) existuje takové ¢islo xg, ze vSechny funkéni hodnoty funkce f(x), kde x je
mensi nebo rovno ¢islu zg lezi v pasu (I —¢; [+ ¢).

Limita funkce f(x) je plus nekone¢no, pokud pro stale snizujici se hodnotu x, roste hodnota
funkce f(x) nade vSechny meze.

Limita funkce f(x) je minus nekone¢no, pokud pro stale snizujici se hodnotu x, klesa hodnota
funkce f(z) pod vSechny meze.

Cviceni 2
Pro kazdou funkci f(x) ze Cvi€eni 1 najdéte realnou (vlastni) limitu pro x — —oo pokud exis-

tuje. Pokud neexistuje, urcete, zda se funkce blizi nekone¢nu nebo minus nekonecnu. Piipadné
zda funkce f(x) mé n&jakou limitu.

Odpoveédi
1.

(a) minus nekonecno (b) nemd limitu (c) 1 (d) 0 (e) nemd limitu (f) 7

2.

()

nekonecno (b) nemad limitu (c) 1 (d) nema limitu (e) 0 (f) —F
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